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Elliptiskeintegraler I: En elementaar gjennomgang av
Abels addigonsteorem

av
John K. Dagsvik®

Sammendrag

En viktig del av Niels Henrik Abels forskning omhandlet teorien for elliptiske funksjoner og
integraler. | denne teorien spiller sikalte addisjonsteoremer en sentral rolle. Abel gjorde som kjent helt
fundamental e gjennombrudd pa dette omradet. Formalet med denne artikkelen er & gi en en populaer
framstilling av Abels beramte addigonsteorem. Artikkelen skiller seg fra andre oversiktsartikler og
biografisk materiale ved at den tar sikte pd en elementaa framstilling av Abels bevis. Artikkelen
inneholder i tillegg en kort gjennomgang av addisjonsteoremer utviklet pa 1700 tallet, dvs. fer Abel
kom med sine bidrag.

! Forfatteren er seniorforsker ved Forskningsavdelingen, Statistisk sentralbyrd og Frisch-senteret for gkonomisk forskning.
Takk til Olav Bjerkholt, Terje Skjerpen og Anders Rygh Swensen for nyttige kommentarer og papeking av feil. En spesiell
takk til Rune Johansen som har regnet igjennom mange av bevisene.



1. Innledning
Dette er den farste, av to artikler, som behandler utvalgte deler av teorien for elliptiske funksjoner og
integraler. Denne farste artikkelen tar sikte pa a gi en elementaa framstilling av teorien for elliptiske
integraler pa 1700 tallet og i begynnelsen av 1800 tallet, med vekt pa sdkalte addisjonsteoremer. Det
sentrale fokus er & gi en elementag framstilling av (en version) av Abels addisjonsteorem, med bevis,
som kan leses av personer med matematikkbakgrunn som tilsvarer ca. ett ars universitetsstudium.
Grunnen til at ogsa bidrag fra andre matematikere enn Niels Henrik Abel er tatt med, er for &belyse
nivéet pa feltet, og dermed forhdpentlig gi et glimt av originaliteten ved Abels angrepsméte. | den
andre artikkelen (Dagsvik, 2009) er formdlet & diskutere spesielle anvendelser av teorien for elliptiske
funksjoner innen sannsynlighetsteori.

Det har tidligere vaat skrevet en rekke oversiktsartikler om Abels vitenskapelige produksjon.
Se for eksempel Aubert (1979a,b), Birkeland (1993), Eide (2009), Houzel (1986), Lange-Nielsen
(1953), Skolem (1926), Starmer (1929). Disse artiklene har ulik vanskelighetsgrad, og noen krever
matematikk-kunnskaper utover Bachelor-niva. Felles for alle oversiktsartiklene — sa langt
undertegnede har funnet ut — er at de ikke har hatt pretensjoner om agai dybden nar det gjelder de
fundamentale ideene i bevisenetil Abel. Hovedgrunnen til dette er antakelig at bevisene har blitt
vurdert som for vanskelige for mange potensielt interesserte lesere. En medvirkende arsak kan ogsa
vage at de fleste matematikere ved universitetene i modernetid er trenet opp til abenytte et
omfattende apparat av formalisme og begreper, som trolig er ngdvendig for rigoras bevisfarsel, men
som ofte virker som et effektivt hinder for "outsidere” som gnsker et innblikk i det underliggende idé-
grunnlaget. Arbeidene til Sgrensen (2004), og Houzel (2004), er mer dyptplgyende. Sgrensen (2004)
gér til delsinn pa ulike bevis, men uten agi fullstendige detaljer. Houzel (2004) gir en grundig og
svaat kompakt gjennomgang (pa engelsk) av Abels produksjon, men jeg er redd denne er altfor
kompakt og avansert for de fleste lesere som ikke er profesjonelle matematikere. For eksempel skiller
Houzels gjennomgang av Abels bevisav Teorem 1i Abel (1829) seg ikke nevneverdig fra Abels
opprinnelige bevis, bortsett fra at det er pa engelsk mens Abels originale artikkel er pa fransk.

Framin tid som realfagstudent, husker jeg godt hvor kjedelig mange av de moderne
larebgkene i matematikk var, og som en falge av dette var, med noen unntak, undervisningen
temmerlig traurig ogsa. En vesentlig grunn til dette er at typiske framstillinger er ekstremt polerte,
uten at det tas med noe om den historiske utvikling pa feltet, og 5jelden diskuteres det anvendelser,
utover enkle sporadiske eksempler. Med unntak av fysikk, gjelder dette ikke bare laarebgker og
undervisning i ren matematikk; det gjelder vel sd mye for mer anvendte fag som bruker mye

matematikk, slik som matematisk statistikk og matematisk gkonomi. Det er i den sammenheng svaatt



prisverdig at vi nd har fatt eksempler pa en annen type larebok i matematikk, slik som Lindstrgm
(2006).

Som antydet ovenfor har denne artikkelen som siktema abidratil abelyse sentrale idéer i en
svaat viktig utviklingsperiode i matematikken, ved & gi en elementaa framstilling av et fundamentalt
resultat som Abel oppnadde. Videre vil jeg forsgke & plassere Abels resultat i forhold til bidragene til
betydningsfulle matematikere som arbeidet med elliptiske integraler pa 1700 tallet og tidlig 1800 tall.
Selv om Abel hadde ry pa seg for & ha en elegant og klar framstillingsform synesihvertfall
undertegnede det er svaat tungt alese hans originaarbeider. Ifalge Kleiman (2004) er jeg visstnok
ikke alene om & synes dette; flere matematikere pa 1800 tallet klager over at de har vanskeligheter
med dette stoffet.. Jeg hdper artikkelen vil vaare inspirerende for matematikk-interesserte, som ikke
nadvendigvis er profegonelle matematikere. Det er naturligvisikke mulig i en kort artikkel som dette
agi mer enn en summarisk oversikt over dette tema, blant annet fordi det egentlig er flere ulike
versoner av Abels addisjonsteorem. Her skal vi ngye oss med a diskutere den versjonen som er gitt i
Teorem 1i Abel (1829), og som kan betraktes som et spesiatilfelle av et mer generelt resultat, farst
formulert og bevist i den beremte Parisavhandlingen, Abel (1841). Den versonen av Abels
addisonsteorem vi skal gjennomga her har imidlertid den fordelen at den, i motsetning til det mest
generelle resultatet, er uttrykt i helspesifiserte formler (som funksjon av gitte sterrelser og funksjoner).

| likhet med undertegnede, er det sikkert mange som har vaat fasinert av Abelsliv og
forskning. Noe av denne fasinasjonen har vel sammenheng med hans eksplosive talent, som oppsto
uten forvarsel i en fattig utkant av Europa, og hans korte og dramatiske liv, samt tragiske endeligt.
Men jeg tror denne fasinasjonen ogsa har sasmmenheng med at en kun med elementaa kjennskap til
infinitesimalregning og likningsteori, er i stand til &forsta noe av problemstillingene Abel arbeidet
med. For min egen del synsjeg utviklingen av teorien for elliptiske integraler og funksjoner pa 1800-

tallet er fascinerende, ikke minst pa grunn av den kurigse tilknytning til geometri og algebra.

2. Litt om elliptiskeintegraler pa 1700 tallet

Begrepet elliptiske integraler stammer fra problemet med & beregne buelengden i en ellipse. Etter at
Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-1716) og | saac Newton (1642-1727) hadde oppfunnet
infinitesimalregningen, og Newton i tillegg hadde etablert lover for himmel mekanikken ga dette stetet
til en rivende utvikling innen ren og anvendt matematikk, slik som mekanikk og sfaarisk geometri
(navigasjon). Siden Newton etablerte at planetene beveger seg i ellipsebaner rundt solavil felgelig
beregning av lengden av et stykke av jordbanen dermed tilsvare beregning av buelengden av en
ellipse. Ifglge Hoffmann (1949) henvendte Leibniz seg til Newton og den engel ske matematikeren
James Gregory (1638-1675) i 1675 med sparsma om de var i stand til & beregne buelengden av en



elipse. Han fikk som svar at dette problemet kunne de bare | gse ved approksimasjon, men ikke eksakt.
Leibniz trodde pa det tidspunkt at han selv kunne | gse dette problemet ved kjente metoder, men
oppdaget senere at han hadde begétt en feil. Det skulle bli den franske matematiker Joseph Liouville
(1809-1882) som farst beviste at elliptiske integraler ikke kan utrykkes ved elementazre funksjoner.

Den franske matematikeren Adrien Marie Legendre (1752-1833) er den farste matematikeren
som har studert elliptiske integraler systematisk. Han har blant annet laget en klassifikasjon av
elliptiske integraler.? Betegnelsen elliptisk integral benyttes for integraler av typen

J- R(x)dx

JP(x)

der R(x) er enrasional funksion, dvs. R(x)=Q,(x)/Q,(x) hvor Q,(x) og O,(x) er polynomer, og

P(x) er et polynom av tredje eller fjerde grad. | sitt monumentale 3 binds verk, Traité des fonctions
elliptiques et des integrales eulériens, som utkom i perioden 1825 til 1828, har Legendre, i tillegg til a
behandle teorien for elliptiske integraler, ogsa diskutert en rekke anvendelser i geometri og mekanikk.
Videre har han presentert et omfattende bidrag i numerisk analyse som leder til praktiske
approksimasjonsformler som kan brukes til & beregne numeriske verdier av ulike funksjoner, slik som
for eksempel Gammafunksjonen og elliptiske integraler som funksgjon av integrasjonsgrensene. | bind
2 av Legendres verk er det ca. 130 sider med tabeller beregnet med en presision pa mellom 10 og 15
desimaler! Pa bakgrunn av at numeriske beregninger i var tid er salett, blir i alle fall undertegnede
imponert over det arbeidet som er nedlagt i alage disse tabellene. En del av resultatene som er
presentert i Legendre (1825-1828) var tidligere publisert i Legendre (1793) og (1811-1817). Legendre
har i bind | av Traité des fonctions elliptiques et des integrales eulériens Vist a denne typen integraler

altid kan uttrykkes ved elementaze funksjoner og integraler av tre typer, nemlig

dx (1+bx) dx dx
J Ax)’ J A(x) g | (1+mx?)A(x)”
der
(2.1) AQ) = (1-27)(1- k%) ,

og der b, k og n er konstanter, og | k£ |< 1. Disse konstantene trenger imidlertid ikke & veae reelle tall.

| Legendres klassifikasgjon kalles disse tre typene henholdsvis elliptiske integraler av ferste, andre og
tredje dlag.

2 P& Legendresttid var det vanlig & bruke betegnelsen elliptiske funksjoner om elliptiske integraler som funksjon av gvre
integrasjonsgrense. | moderne terminologi bruktes betegnel sen elliptiske funksioner i stedet om de korresponderende inverse
funksjoner.



Eksempedl 2.1:
| dette eksemplet er problemet & beregne buelengden av en ellipse. La oss kort gaigjennom hvordan

dette gjeres. Vi husker at buelengden, s(u,v), frau til v til en deriverbar funkgon y = f(x) kan

beregnes ved formelen
(2.2) s(u,v) = [N1+ £ '(x)dx.

Vi minner videre om at ellipsen med parametre a og b kan beskrives ved
2 2
(23) H {X} 1
a b
Fra(2.3) felger det ved a anvende formeleni (2.2) at

1% a4+(b2—a2)x2
(24) ()==
s(u,v a'z[\/<a2—x2)(a4+(b2—a2)x2)

Integralet i (2.4) kan ikke "lgses’ i den forstand at det kan uttrykkes ved hjelp av elementaare

dx.

funksjoner. Vi ser at nevneren i (2.4) har form som kvadratroten av et polynomii fjerde grad. Altsa er
s(u, v) et elliptisk integral.

Eksempel 2.2:
Et annet velkjent problem i mekanikken leder ogsatil integraler av samme type som ovenfor. Betrakt
problemet med & beregne svingetiden for en pendel. La g betegne tyngdens aksellerasjon, la/ vaare

pendelens lengde og lavidere 6(¢) vaae vinkelen mellom pendel snora og den vertikale akse ved tid .

Det kan davises (se for eksempel Stephenson, 1960) at dette problemet leder til falgende
differensialikning:

(2.5) 0"(t) = —%si no().

Denne likningen kan vi nd benytte til &finne tiden, #(6), det tar for pendelen & svinge fra vertikal

posison til en posison med vinkel 8. Ved amultiplisere likningeni (2.5) med 26'(¢) far vi at
nAg" 2g . \
(2.6) 20"(1)0'(¢) = —TSI n(o())0'(¢).

Vi gjenkjenner venstre side av (2.6) som den deriverte av €'(¢) og hayre side som den deriverte av

2cos(6(t))g /1. Dettegir falgelig



(2.7) 0'(t)* = 2k cosO(t) +c,

der c er en konstant og k£ = g/I. Lar vi « betegne den starste vinkelen mellom pendelsnora og den
vertikale akse, dvs. vinkelen som tilsvarer at 8'(t) =0, farvi at ¢ = -2k cosa. Ved algse
differentiallikningeni (2.7) paimplisitt form (og ved aforeta variableskiftet x = cosé(¢)) felger det at

den implisitte |asningen kan skrives som

arccosé dx

2.8 6) = .
@ o= J(1-x?)(2kr — 2k cosar)

Dette integralet kan heller ikke uttrykkes ved hjelp av elementazre funksjoner. Vi ser at funksjonen
under rottegnet i integranden i (2.8) er et polynom av tredje grad. Altsd er dette integralet et elliptisk
integral.

Eksempel 2.3:
Et tredje eksempel pa elliptiske integraler far vi ved beregning av buelengden i lemniskaten.
Lemniskaten har form som et liggende atte-tall (eller uendelighets-symbolet <), og kan beskrives ved

f@lgende sammenheng

2

(x*+)°)" =x" =",
eller med polarkoordinater gitt ved
(2.9) r(8) = \Jcos(26),
der Ger vinkelen mellom x-aksen og radius »(6) fraorigo til kurven. Vi har at x =r(€)cosé og

y=r(0)sing, hvilket gir, dx=(r'(6)cosd—r(8)sind)d6 og dy =(r'(8)sin@+r(8)cosd)dé, sik at

o _ de

Joosa8)  r®)

1+ (dyj dx =Jdx? +dy® =\[r'(6) +r(6)°d6 =

dx

Altsd er integralet for buelengden som korresponderer med at x Igper fra0 til z, gitt ved

J.«/1+(dy/dx (j —Z
0 0



der €(z) er vinkelen bestemt ved z = (8(z)) cosé(z) = cos(8(z))+/cos(26(z)). Ved

variabelendringen @ — r far vi at

dr = Sn(26) do = \/]TSZ(ZH)dHZ N1-7* 40
cos(26) Jcos20 r

hvilket gir

der u=,/cos(26(z)). Det sisteintegralet er et spesialtilfelle av Legendres elliptiske integral av typel,

som vi fér ved & sette k =+/—1. | det felgende vil vi las(u) betegne buelengden for lemniskaten som

funksjon av lengden u fraorigo til et punkt pakurven i ferste kvadrant. Vi har da at

(2.10) s(u):jf 1dr =
0 —-r

3. Addigonsteoremer for eliptiskeintegraler far Abel

Med addisonsteoremer mener vi setninger som viser at, og hvordan, en kan uttrykke summen av
integraler med gitte integragonsgrenser som et integral av samme type med integrasjonsgrenser som
er algebraiske funksjoner av de opprinnelige integrasjonsgrensene. Et enkelt eksempel pa et

addisonsteorem er

(3.19) arcsinx+arcsiny:arcsin(x\/l—y2+y\/1—x2),
der
arcsinxzj' du
o\/l—uz

Siden sinusfunksjonen er periodisk og kun er én-entydig i farste kvadrant, er det hensiktsmessig a kun

definere arcsinx for x som gir vinkler i farste kvadrant. Dette oppnas ved ala(3.1a) gjelde for
x*+ y® <1, hvilket betyr at venstre side av (3.1a) blir mindre enn eler lik /2. N&r derimot
x*+y?>1, blir arcsiny + arcsiny > nn/ 2, og det er derfor hensiktsmessig i dette tilfelle & erstatte

(3.1a) med

(3.1b) arcsinx+arcsiny=7r—arcsin(x\/1—y2+y\/l—x2).



Vi kan altsa formulere addisjonsteoremet ovenfor ved kun aforholde oss til sammenhenger mellom
vinkler og korresponderende sinusverdier i farste kvadrant. Addisonsteoremet i (3.1a,b) kan bevises

ved atautgangspunkt i den velkjente formelen

(3.2 sin(u +v) =sinu cosv + cosu Sinv,

der u=arcsinx og v=arcsin y. Tilsvarende addisjonsteorem har en for integral et

¢ du
arctgx = ,
g ;‘;1+ u®
nemlig at
(3.3 arctgx + arctgy = arctg (H—yj
1-xy

for xy <1, og en analog formel for xy >1.

3.1. Resultater oppnadd av Fagnano og Euler
| 1718 fant visstnok den italienske greve Guilio Carlo Fagnano (1682-1766), (publisert i Fagnano,
1750), falgende bemerkel sesverdige sasmmenheng for buelengden til lemniskaten (jf. eksempel 2.2),

nemlig

(3.4) 25(x) = s[z)‘— ”17‘4}

1+ x

der s(u) er definert i (2.8). Leonard Euler (1707-1783) fikk tilsendt arbeidene til Fagnano og ble selv
inspirert til & arbeide med elliptiske integraler. Ifa@lge Sarensen (2004) kom arbeidene til Fagnano
Euler i hende 23. desember 1751, og Carl Gustav Jacobi (1804-1851) har derfor kalt denne datoen for
fadsel sdatoen til elliptiske funksjoner. Vi merker oss at resultatet til Fagnano kan betraktes som en
invarians-egenskap i den forstand at, pad multiplikasion av 2 naar, sa er funksonen s(x) invariant under
en bestemt ikke-lineag transformasjon av x. Denne invarians-egenskapen skal vi komme tilbake til
senere. Fagnanos resultat i (3.4) er videre et spesialtilfelle innen teorien for transformasjoner av
dliptiske funksjoner, som blant annet var et sentral temai kappestriden mellom Abel og Jacobi. Euler
(1756/7, 1761) viste at falgende addisonsteorem gjelder

(35) s(x)+s(y) = {le— a ?51‘ X ]
1+x%y



hvilket generaliserer (3.4), siden (3.5) impliserer (3.4) ndr x = y. | samme arbeid viste Euler at samme
metode som benyttes til a vise (3.5) ogsa kan benyttes til a vise addisjonsteoremer for mer generelle

funksjoner F(x) av formen

(3.6) F(x) =j ;’f”(’u),

der P(u) er et polynom av tredje eller fjerde grad. Vi skal na vise hvordan Eulers bevis kan
giennomferesi et spesiatilfellet der P(x) = a+bx® +cx*. Vi skal se at etableringen av det

korresponderende addisjonsteoremet til (3.5) kan oppnas ved & lgse differensiallikningen

3.7) y £

\/a+byz+cy4 \/a+bxz+cx4 ’

der y er lik en ukjent funksion av x, og der £ er lik 1 eller —1. Her skal vi ngye oss med a gjengi
Eulers bevisfor tilfellet £ =1. Tilsvarende bevis kan giennomfaresfor £ =-1. Med £ =1blir
likningeni (3.7) ekvivalent med

(3.8) F(y)=F(x)+C,

der C er en integrasjonskonstant som er bestemt ved C = F(f(0)), og funksonen F(x) er det

korresponderende integralet i (3.6) nér P(x) = a +bx* +cx*. Eulers bevis har karakter av verifikasjon,

dvs. han gjettet pa at |@sningen av (3.7/3.8) kan skrives implisitt pa formen

(39) a(x’+y7) = 2Bxy+yx’y’ 49,

der o, B,y og & er naamere bestemte konstanter. Vi skal navise dette. Ved atadifferensialet av (3.9)
fér vi at

(3.10) ou(xdx + ydy) = B(xdy + ydx) +y(xy’dx + x* ydy),

som er ekvivalent med

(3.11) (o =By —yxp*)dx + (o — Bx — yx°y)dy = 0.

Dersom vi lgser likningen i (3.9) med hensyn pa henholdsvisx og y far vi at



o ByJod+ (B -0’ -19)” +ap’

(3.129) >
="y
0og
(3.120) be Bx — \/oc8+ (B* — 0> —y8)x* + oy

o — Y’

Som kjent er det egentlig fire mulige l@sninger her. Det er imidlertid et poeng at blant disse |@sninger
velges den sterste roten for x og den minste roten for y. Dette skyldes at vi har valgt & se patilfellet
£ =1. Fradisselikningene falger det ved & multiplisere med de respektive nevnernei (3.12a,b) at

(3.13a) ax—PBy —yy° =\/oc8+([32 —o’ =70)y” +op’,
0og
(3.13b) oy —PBx —yx’y = —\/oc8+([32 — o —8)x* + oy

Ved innsetting av (3.13ab) i (3.11) f&r vi at

V' 1

(3.14) - ,
\/oc6+ (B* = =y8)y* + ayp* \/(x8+ (B® — o —y8)x* +ovpx?

hvilket viser at relasjonen i (3.9) faktisk representerer en lgsning av (3.7). For aforenkle er det

hensiktsmessig & innfgre notasjonen
z° =46/a, bz*la= (BZ—OCZ—'YS)/OCZ, cz’la =vla,

der z er en vilkarlig sterrelse som vi forel gpig betrakter kun som en konstant. Ved ainnfere denne

notasionen i (3.14) far vi eksakt samme uttrykk somii (3.7). Videre far vi at (3.9) kan uttrykkes som

(3.15) ax® +ay® = az’ + cz*x*y* + 2xy\Ja(a + bz® + cz*).

Ved algse (3.15) med hensyn pay far vi (ved passende valg mellom to mulige l@sninger) at

3 x\/a(a +bz? ezt + z\/a(a +bx® +ext)

2.2
a—cz x

(3.16)

10



Ved dsette x = O, finner vi fra(3.16) at C = F(f(0)) = F(z). Ovenfor har vi betraktet z som en

konstant, men siden sammenhengene ovenfor gjelder for enhver verdi av z kan vi betrakte den som en
variabel. Fra (3.16) og (3.8) far vi derfor at

x\/a(a+bz2 +cz%) +Z\/a(a+bx2 +ext)

2.2
a—cz x

(3.17) F( ] = F(x) + F(2).

Vi konstaterer at likningen i (3.5) er et spesidltilfelle av (3.17). Dersom vi innsetter
a=1,b=—1+k%) og c=k?, reduserer addisonsresultatet i (3.17) seg til

(3.18)

1-k%z%%°

F(Mj - F(x)+F(2).

Dersom vi setter z = x inni (3.17) eller i (3.18), ser vi at vi far en generalisering av invarians-
relagionen til Fagnano i (3.4). Med tilsvarende teknikk viste Euler at en kan finne addisjonsteoremer
for tilfellet der P(x) er et generelt fjerdegradspolynom. Videre demonstrerer Euler at samme teknikk
kan benyttestil algse differensiallikninger av formen

(3.19)

my'  n
JPO)  PGR)
der m og n er heletall og P(x) er et generelt fjerdegradspolynomii x.

3.2. Lagrangestilnaarming
Joseph Louis (Giuseppe Lodovico) Lagrange (1736-1813) introduserte en metode til & |@se visse typer
differensiallikninger som kan benyttes (konstruktivt) til a finne lasning av differensiallikninger av
typen (3.7), i den forstand at en ikke trenger & kjennetil klassen av potensielle lasninger, slik som
tilfellet er med metoden til Euler. Vi skal nagi en kort beskrivelse av Lagranges metode.
Framstillingen her bygger i vesentlig grad pa Cayley (1876/1961), som ikke avviker i vesentlig grad
fraframstillingen hos Lagrange (1766-1769).

Vi tar utgangspunkt i likningen (3.7) med € =1. Lagranges triks er dinnfare en ny variabel
t, definert ved

f du
(3.20) t=j —
oNa+bu®+cu

11



Fra(3.7) har vi at

dy fa+by2 +cy’
(3.21) — =
dx a+bx"+cx

Videre far vi fra(3.20) og (3.21) at

(3.22a9) % =va+bx®+cxt
0g

dy _dy dx _ —— 7
3.22b —=——=\la+by " +cy".
(3:220) At dv di yore

Ved aderivere likningen i (3.22a) med hensyn pa¢, finner vi at

dzx:d(dx/dt).ﬂ:d(\/a+bx2+cx4).@

3.23
(323) dt’ dx dt dx dt

2bx + dex®
= al al Na+bx*+ext =bx+2ex’.

2N a+bx* +ext

Tilsvarende far vi fra (3.22b) at

d2y

(3.24) —=by+ 2cy°.
t

Videre er det hensiktsmessig dinnfare funksionene p = x+ y, og g = x— y, hvilket medfarer at

(3.25) p_dx dy_, +<(p*+3pg°)
' a’ a  ar LT Terd
og
dp dq (dx dyj [dx dyj (dsz [dyjz ) 5 4 4

3.26 S A Y [y Y ) N e Y T C S T BT € e
(3.26) dt dt \dt dt)\dt dt dt dt =y rele =y

_ c 2 2

—bpq+5pq(p +q°).
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Fra(3.25) og (3.26) falger det na at

(3.27)

C C c
__._:bpq+z(p3q+3pq3)—bpq—5p3q—gpq3) = cpq3_

(3.28) S =L 2L_ 5

Likningen i (3.28) kan integreres, hvilket gir

1 (dpY
(3.29) = (—pj —cp’ +K,
q” \ dt
der K er envilkarlig konstant. Den letteste méte a verifisere dette pa er a derivere likningeni (3.29).

Setter vi inn for p, g og dp/dt i (3.29) fralikningenei (3.22a,b) finner vi at

(3.30)

\/a+bx2+cx4 -i-\/a+byz+cy4
xX=y

] =c(x+y)’ +K.

Likningeni (3.30) gir sammenhengen mellom x og y paimplisitt form. Vi kan imidlertid

forenkle denne likningen betydelig. Etter litt regning og ved & multiplisere likningen i (3.30) med

(y—x)? f& en etter litt reorganisering, at

(3.31) 2\/(a +bx? +ex)a+by? +oyt) = (v —x)* (K + (x + y)’c) = 2a—b(x* + y*) —c(x* + y*).
Ved a kvadrere begge sider i (3.31) far en videre at

(332) 0= ((y—x)z(K +(x+y)’c)-2a-b(x*+y?) —c(x* +y4))2 —4(a+bx® +ex*)a+ by’ +cy?)

=(b* —4ac)(y* —x°)* +K*(y—x)" = 26K (y — x)*(x* + y*) = 4aK (y — x)* — 4cK (y — x)*x*y°.

Vi ser at hgyre side av likningen i (3.32) har (y —x)? som faktor. Etter & ha dividert med denne

faktoren, og etter litt regning, finner en at relagonen i (3.30) kan uttrykkes som

13



(3.33) a(x’ +y*) =2Bxy+ yx*y* + 6,
der

S=4aK, B=4dac-b*+K? y=4cK, o9 a=K’—4ac+b’-2bK.

Vi konstaterer at likningen i (3.33) er av samme type som likningeni (3.9), hvilket er den som Euler
gjettet pd Dette betyr at det ikke finnes andre lasninger av Eulers differensialikning i (3.7) enn den

Euler fant.

3.3. Resultater oppnadd av Legendre

Som nevnt ovenfor, er det Legendre som mest systematisk og omfattende har arbeidet med elliptiske
integraler far Abel og Jacobi. | farste bind av Legendres hovedverk, kapittel 6, gir han to bevis for
addisjonsteoremet for elliptiske intetgraler. Her skal vi gjengi det farste. Pa side 19, starter han med a
visetil Eulers differensiallikning, som er ekvivalent med (3.8). Ved metoder som Legendre hadde
utviklet og beskrevet i samme bind felger det at vi kan transformere likningen i (3.8) til en likning som

er en sum av elliptiske integraler av forste slag, dvs. at \/P(x) = A(x). Med &£ = -1og ved dinnfare
substitugonen x=sing og y =siny, far vi at den analoge likningen til (3.8) kan skrives som
(3:34) Gy)+G(p)=C,

der

G(p) = TL
o V1-k?sn?u’

der ¥ er en ukjent funkgon w(¢) av @ og C en konstant som bestemmes ved G((0)) =C.
Problemet er nd alase (3.34), dvs. afinne  som funksion av ¢ dlik at (3.34) er oppfylt.

Pa samme méte som Euler gar Legendres bevis ut pad a”gjette” paen Igsning og deretter vise

at dennetilfredsstiller (3.34). Naamere bestemt pastar Legendre at sammenhengen mellom y og ¢ er
gitt ved

3.35) COS@COSY — COSu =SiN@SiNw+\1-k?sin® u
( pcosy U psny u

der 1 er en vilkarlig konstant. Deretter viser han at dette stemmer. Vi skal na rekapitul ere hans bevis.

Likningeni (3.35) er ekvivaent med de to falgende likningene

(3.36) COSY — COSLLC0SQ =SiNuSing\1-k*sin’y

14



0g
(3.37) 00S@Q— COSLCOSY =Sinusiny+1-k*sin* g .

Den enkleste méten & verifisere at (3.35), (3.36) og (3.37) er ekvivalente, er a kvadrere begge sider av
likningenei (3.36) og (3.37), og deretter foreta en passende reorganisering.

Ved adividere (3.35) med singsiny og deretter derivere far en at

_i(cosy/— COS L COSQ) +M(cos¢— cosycosy)=0.
sing sny

Ved a benytte (3.36) og (3.37) fér vi videre at

_d—¢-sin,usingo 1—kzsin21//+_d—l//-sinysiny/ 1-k*sin ¢ =0,
sng sny

hvilket reduserer seg til

(3.38) L | /S—
JI-KPsin?g  J1-k*sin’y

som er ekvivalent med (3.34). For & bestemme C (ekvivalent med a bestemme ) fér vi fra (3.35) at
n& ¢=0, blir w(0) =, dik a C=G(u). Altsihar vi vist at

(3:39) G(y)+G(9)=G(u).

Betrakter vi i stedet ¢ som funksonav ¢ og v, bestemt ved (3.36) og (3.37), kan vi etablere
addisionsteoremer ved algse likningene (3.36) og (3.37) med hensyn pa u. Dette gir

(3.40) sin = SNPCOSYA(Y) +siny cospA(¢)
1-k*sin® psin®y '
(3.41) cosy = SOSPCOSV — singsinyA(@)A(y)
. 1-k*sin® psin®y

og

(3.42) oy = 1EOAW) +1gYA (9)
1-tgptgyA(@)A(y)

der

A(@) ={1-k%sin’p.
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Sammen med likningen i (3.39) gir altsa (3.40) til (3.42) tre ulike versjoner av Legendres
addisonsteorem. Ved passende transformasjoner er det for eksempel lett avise at (3.18) er ekvivalent
med (3.39) og (3.40). For avise dette, la oss skifte tilbake til de opprinnelige variable ved & foreta
variabeltransformasjonene ¢ — x0g ¥ — y,der ¢ =arcsinx og i = arcsin y. Dermed blir

G(p)=F(Sng)=F(x), G(y)=F(sny)=F(y) og G(u) = F(sinu),der funkgonen F har sasmme
form som i (3.18). Alsakan vi skrive (3.39) som F(x)+ F(y) = F(sin ). Videre blir (3.40) uttrykt
ved x og y lik

(3.43) siny = 240+ YAK)
1-kx"y
som viser at resultatet i (3.39) og (3.40) er ekvivalent med resultatet i (3.18).

Legendre gjennomferte ogsa et annet alternativt bevis der han viste at sammenhengenei (3.34)
til (3.37) falger fra sfagisk trigonometri, naamere bestemt sammenhengene mellom sidene i en trekant
paen kuleflate med respektive lengder ¢,  og w. | tillegg til & ha selvstendig interesse er dette
alternative beviset ogsa en god illustragion pa hvordan problemstillinger i sfagrisk geometri leder til
dliptiskeintegraler.

Her ber det ogsa nevnes at den engelske matematiker John Landen (1719-1790) oppnéadde en
lgsning av differensiallikningen i (3.38), publisert i Landen (1775/1780), ved & benytte tilsvarende
geometriske betraktninger som Legendre benyttet senere. Jeg viser til Cayley (1876/1961) som
gjennomgar Landens teorem. Imidlertid ser det ikke ut til at han eksplisitt etablerte et addisjonsteorem.

4. Bevisav Teorem 1i Abelsartikkel " Précisd'unethéorie des
fonctions dliptiques"

Vi gér ndover til ase pa Abelstilneaming. Var gjennomgang av addisjonsteoremer oppnadd fer Abel
i kapittlene ovenfor gjar ossi stand til & plassere Abels bidrag i den historiske sammenheng og afa
fram pa hvilken méte Abels metode skiller seg de metodene vi har gjennomgétt ovenfor. Vi skal
diskutere beviset av Teorem 1 i artikkelen " Précis d’ une théorie des fonctions eliptiques’, som ble
publisert i Journal fur die reine und angewandte Mathematik (Crell€ sjournal) i 1829, og som ogsa
finnes paside 529 i Abels samlede verker utgitt av Sylow og Lie (1881). Videre skal vi diskutere noen
implikasoner som falger fra dette teoremet.

Abel begynner sin artikkel med f@lgende innledende bemerkninger (oversatt fra fransk):

” Teorien for elliptiske funksjoner, skapt av herr Legendre, utgjor en av de mest interessante

delene av analysen. I lopet av mitt arbeid med d utvikle denne teorien har jeg, om jeg ikke tar feil,
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kommet fram til en rekke resultater som synes meg d fortjene en viss oppmerksomhet. Framfor alt har
Jjeg forsok d oppnd en mest mulig generell utforming av mine resultater, ved d ta utgangspunkt i
problemstillinger av en meget vid utstrekning. Om jeg ikke har veert helt heldig med a gi en fullstendig
losning pa disse, har jeg i det minste foresldtt framgangsmadter som kan benyttes i sd oyemed.
Resultatene av min forskning pd dette feltet utgjor et verk av noe omfang, men omstendighetene tillater
meg ikke d publisere dette ennd. Det er derfor jeg her vil gi en klargjoring av metoden som jeg har
fulgt, sammen med meget generelle resultater som denne har ledet meg til....”

Vi ser fradisse innledende setningene i Abels artikkel at selv om Abel uttrykker seg
beskjedent, kommer det tydelig fram at han er opptatt av & sette seg generelle og ambisigse mal med
sikte pad atrengeinn i kjernen av problemet.

Far vi formulerer Abels Teorem 1 vil det forenkle framstillingen &innfgre noen begreper og

definigoner farst. Laf{(x) veare et polynom i x med like potenser og ¢(x) et polynom i x med odde

potenser, eller vice versa. Lavidere A(x) vaae gitt som ovenfor ved (2.1), dvs.

A(x) = \/<l— xz)(l— k2x2) )

der vi husker at k er en konstant med tallverdi mindre enn eller lik 1.Vi ser lett at
f(x)" = o(x)° A(x)*

blir et polynom i x°, hvilket betyr at vi kan skrive

(4.2 F(x)? = (x)? A(x)* = A(x* = x2)(x* = x,°)...(x* = x,?),

der 4 er en konstant, x,,—x,X,,—X,,...,X,,,—X, , € rettenei polynomet hvor graden er gitt ved 2m.

For enkelhets skyld antar vi i denne framstillingen av de etterf@l gende bevisene av Abels resultater at
rgttene er reelle og har tallverdi mindre enn 1. Vi har altsd at dersom x; er enrot i (4.1) er ogsa—x; en

roti (4.1). Vi definerer x; som den roten som tilfredsstiller
(42) £(x,)+€,0(x)A(x,) =0,

der ¢, ervagtlik 1 eller lik —1. Dette er mulig fordi (4.1) medferer at

J(x)+(x,)A(x;) =0 dler f(x;)=-(x;)A(x;) =0.
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| sin artikkel i Crelle’sjournal (1829) har Abel bevist f@lgende teorem:®

Teorem 1

La f(x) og ¢(x)vere polynomer i x med henholdsvis like og odde potenser, eller vice versa.

Da har vi at

mo Y dx . a f(a)+ ¢p(a)A(a)
“ Xl e o '°g{f(a)—¢(a>A<a>j’

J=1 s

der Xy,X,,...,X,,, erde rottene i (4.1) som tilfredsstiller f(x,) + € ¢(x,)A(x,) =0,
og a er en konstant slik at | x, |< min(L, a), forj = 1,2,....m, s er en vilkdrlig konstant med tallverdi

mindre enn 1, og C en konstant avhengig av s og a, men uavhengig av rottene {x,,x,,...,x, }.
Fer vi gér l@s pa Abels bevis trenger vi falgende hjel pesetninger:

Lemmal

La g,(x) og g,(x) veere polynomer der g,(x) har odde potenser, g,(x)har like potenser og
hoyere grad enn g,(x). Videre er alle rottene i g,(x) ulike, og forskjellige fra rottene i g,(x). La 2m
veere graden til g,(x), ogla x,,—x,,X,,—X,,..., X, ,—X, , veere rottene i g,(x). For en fri variabel x
som er forskjellig fra x ;, for alle j, har vi at

(4.4) o 2ag(y,)  g(a)

= (" -x)gi(x,) g(a)

der a er en vilkdrlig konstant som er ulik alle rottene.

Resultatet i Lemma 1 er velkjent, men for fullstendighetens skyld er beviset gjengitt i vedlegg.

Lemma 2

La q(x) og h(x) veere to deriverbare funksjoner og K en konstant. Da er
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) [ O =H)g W Lo ) +g(a)K
| hx) — ('K 2K (W0 =gk )’

der C er en vilkarlig konstant.
Beviset av Lemma 2 falger umiddelbart ved & derivere hgyre side m.h.p. x.

Bevis av Teorem 1:

| tillegg til at polynomenef og ¢ er funksjoner av x, betrakter Abel dem ogsa som funksjoner av

koeffisientene, der koeffisientene antas & vaare frie variable. Landz betegne en av disse koeffisientene.
Vi skriver heretter 1 (x,z) og ¢(x,z) for dbetegneat f og ¢ naer &betrakte som funksjoner av

béde x og z. Tilsvarende, la w(x, z) veare funksionen definert ved

(4.6) w(x,2) = f(x,2)" - p(x,2)* Ax)".
Som funksion av z betegner vi ndrettenei (4.6) med r,(z),~7,(z), j =1, 2,..., m. Disse rgttene blir nd

sakalte algebraiske funksjoner av z.* Ved & derivere y/(r,(z),z) mh.p. z, férvi at

(a7) Vi(r,2),2) () + 5 (1,(2).2) =0,

der y, betegner den deriverte m.h.p. k-te argument, for k = 1,2. Ved alegge merketil at A(x) ikke

avhenger av z far vi videre fra (4.6) ved aderivere m.h.p. z at

(4.8 vy (x,2)=2f(x,2) f5(x,2) = 2A(x)? @ (x,2) 5 (x,2).

Laossfor enkelhets skyld innfare notasjonen
(4.9 O(x,z)=0(x,z) f;(x,z) - f(x,2) @) (x,2).

Fra(4.2) falger det at

% Abels teorem presentert i denne artikkelen skiller seg noe fra Abels formulering, i og med at vi her ngyer oss med & gjengi
addisjonsteoremet for elliptiske integraler av tredje slag. Det tilsvarende resultatet for ellliptiske integraler av ferste slag
falger i Korollar 2.

4 Her tar Abel det ikke sd noye at x; er algebraiske funksjoner som generelt er flertydige med forgreiningspunkter. For
eksempel har funksjonen gitt ved y° =z + a et forgreiningspunkti z =—a.
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(4.10a) f(rj(z),z)=—€].A<rj(z))¢)(rj(z),z),

som, siden A(r,(z))#0, er ekvivalent med

_ f<rj(z)'z)
(410b) o(r,(2).2)=-¢, A @)

Ved &setteinn for £(r,(z),z) fra(4.10a) og for ¢(r,(z),z)fra(4.10b) i (4.8), felger det at

(4.11) w; (r,(2).2) =21 (r,(2).2) 13 (r,(2).2) = 2A(r; (2)) 2 (7, (2),2) 5 (7, (2),2)
=-2¢ A(r,(2))0(r,(2).2),

som sammen med (4.7) gir

(4.12) i (r,(2).2)7)(2) = 2¢,A(7,(2)) 0(7,(2). 2).

Ved & dividere (4.12) med

wi(r,(2).2)(1-7,(2)* [a® ) AGr (D) e,

fér vi at

(4.13) £,1/(z) _ 20 ( r,(2), z)

(1—[?}2%(4&)) (1—[%22)J2JW1(6(2)12).

Vi legger merketil at ¢(x,z) f,(x,z) og f(x,z)¢@,(x,z) er polynomer i x med odde potenser dlik at

A(x,z) blir et polynom i x med odde potenser. Videre husker vi at y(x,z) er et polynomi x med like

potenser. Det er lett & Sekke at graden av 6(x,z) (som polynom i x) er mindre enn graden av y/(x, z).
Fra(4.13) ogLemmal, med g,(x) =6(x,z) og g,(x) =y(x,z), far vi derfor at
£,7/(2) o 2°6(r()z) _ab(a.z)

414 3 = = .
19 L @I @) & @@ W) wias)
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Ved aintegrere (4.14) med hensyn pa:z fra z,til z,, for passendevalgav z,0g z,, og videre benytte
Lemma?2, med ¢(z) = ¢(a,z), h(z)= f(a,z) og K =A(a), farviat

¢ €;r;(z)dz tab(a,z)dz
4.15 _
@1 ; ZJ;(l—(K,(Z)/a)Z)A(F,(Z)) JO y(a,z)

__a Iog[f(a,zo) + (P(a,zo)A(a)] __a IOg(f(a,zl) + go(a,zl)A(a)J.
2A(a) fla,zy)—p(a,z,)A(a) ] 2A(a) fla,z) - p(a,z,)A(a)

For en gitt verdi av j, far vi ved aforetavariabelskiftet 7 (z) — x, a rj’(z)dz =dx, og at

4 r(z)dz
J' )

(4.16) ~ = j L j LE—
» A= (2 1a))A(2) ] A=(x/a))A(x) 5 A=(x/a)")A(x)

der x, =r,(z,), s, =r,(z,), s e en (passende) vilkarlig konstant og C, enkonstant som er gitt ved

C _jr dx
S @ (vl a)?)Ax)

Sj

Kombinerer vi (4.16) med (4.15) far vi at

$]_ad o _a og[f(a)w(a)A(a)J
S10-GlaMAW 2@ (@ -e(@A@ )

der f(a)= f(a,z,), ¢(a)=¢(a,z), og C er en konstant gitt ved

f(a,zo)ﬂp(a.zo)A(a)j_

C=Nec 4
2% " @ og(f(a,zo)—(p(a,zowa)

Her er det altsd underforstéit at f(a) og ¢(a) er funkgoner av rettene { x;} . Dermed er pastanden i

Teorem 1 bevist for tilfellet der allerettenei (4.2) er forskjellige. Siden koeffisientene i et polynom er
linesrkombinasjoner av produkter av rettene i polynomet blir polynomet en kontinuerlig funkson av
rettene. Derfor er begge sider av likningen i (4.3) kontinuerlige funksjoner av regttene, dersom rettene
er forskjellige fraa. Men dama (4.3) gjelde ogsa nér noen av rettene er like. Dette innser vi ved ala

for eksempel x, nerme seg x,.
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Q.E.D.
FraTeorem 1 fglger det nd umiddelbart:

Korollar 1
La x,,j=12,...,m, vere gitte storrelser og a en konstant slik at | x; |< min(l, a), og la

polynomene f(x) og @(x) veere bestemt slik at X=X, Xy, =X,y X, ,—X, , €F rottene i

£ (x)? —(x)? A(x)?. Da gjelder konklusjonen i Teorem 1.

Resultatet i Korollar 1 er av betydelig interesse fordi det viser at vi kan velge retter farst og
deretter tilpasse de respektive polynomer f'(x) og @(x) konsistent med de valgte rattene.

FraTeorem 1 kan vi uten starre vanskelighet bevise neste resultat.

Korollar 2

Under forutsetningene i Teorem 1 har vi at

X

n ¢ dx
(4.17) ;gj A(x) C,

der C er en passende konstant.

Bevis av Korollar 2:

Vi skal betrakte spesidtilfellet som falger fra(4.3) ndr a — . Siden
1 1

2 < A !
(%o )

nar a er stor og x er begrenset til et endelig intervall falger det (jf. Lebesgues monotone

konvergensteorem) at

X ‘C

o dx
!:ILEJ‘ (L-(x/a)*)A(x) J‘A(x)
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Laoss dernest betrakte hgyre sidei (4.3) nér a — . Antaferst at graden av f(x)* er mindre enn
graden til polynomet (¢(x,z)A(x))?. Vi kan skrive
/(a)

f(a)+@(a)A(a) _ ¢(a)A(a)
fla)-p(a)Ma)  f(a)

¢(a)A(a)
Siden f(x)? har lavere grad enn (¢(x)A(x))?, vil opplagt

—f(a) -0
p(a)A(a)

nar a gar mot uendelig. Dermed vil

f(a)+@(a)A(a) o loa(—1) = 74/
Iog[f(a)_(p(a)A(a)} log(—1) = 7/-1,

nér a g&r mot uendelig.’ Videre vil

a 1
M@ f(1-a?)(c%a? 1)

— 0,

nar a gar mot uendelig, slik at

a f(a)+g@(a)Ala) N
A(a>'°g(f(a)—¢(a)A<a)J .

nér a g&r mot uendelig. Tilsvarende, hvis f(x)* har hgyere grad enn (p(x)A(x))?, falger det pa

samme mate som ovenfor at

a f(a)+op(a)A(a) N
A(a)'og(f(a)—«p(a)m)} 0

nar a gar mot uendelig.
Dermed er beviset fullfart.

® Lesere som ikke har bakgrunn i regning med komplekse tall vil her métte godtaat log(—1) = v/ -1.
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Q.ED.

Vi skal dernest se pa en interessant variant av Teorem 1. Dennefar vi ved dla £; =1, for j= 1,

2,...,m—1,0g9 £, =-1. Viderelar vi y = x,,. Dermed f&r vi fraTeorem 1 og Korollar 2 fglgende

resultat:
Korollar 3
m1 7 gy _’V dx
19 !A(x)‘! A
og
(4.19) 1] [ ,og[f(a)w(a)A(a)j ‘c,
P 1 X /a A(x) S(l—xZ/aZ)A(x) 2A(a) f(a)—p(a)A(a)

der C, og C,er passende konstanter.

Eksempel 4.1:
For alette forstaelsen av resultatet i Teorem 1, skal vi nd se pa et eksempel der vi skal benytte (4.18) i

Korollar 3. Lam =4 0gla

(4.20) f(x)=a,+ax’+x*, og @(x)=hyx.

Vi kan, som nevnt ovenfor, skrive

(4.21) () =@(x)*A(x)" = (¢* = x{)(x" —27)(x" = x3)(x* = »°),

der vi har latt y = x,. Vi lar nd x,, x,,x,, vaaefrie variable, slik at y og koeffisientene a,,a, og b,

blir funksioner av disse tre rgttene. Siden produktet av rattene er lik konstantleddet i (4.21), har vi

sammenhengen
2.2 .2 2
VX x,x, = a
dik at vi far at
_ a, _ 0
(4.22) y= , eller y=— .
x1x2x3 x1x2x3
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Hvilken av disse to likningene som gjelder vil bestemmes nedenfor. Siden &, =&, = &, =1, féar vi fra
(4.2) at koeffisientene a,,a, og b, bestemmes fralikningene

S () +9(x)A(x,) =0,
hvilket er ekvivalent med

(4.23) a,+ alxj +b,x Alx;) = —x;‘,

forj=1,2, 3. Siden A(x,) er kjent har vi i (4.23) tre likninger med tre ukjente som kan | gses pa

velkjent méte. Videre, siden €, =1, bestemmes fortegnet til y fra
(4.24) a,+a,y* —byA(y) =-y".

Vi ser videre at koeffisientene blir ragionelle funksjoner av retteneog av A(x,), j =1, 2, 3.

Laoss vende tilbake til den generelle diskusjonen. Hvis vi tenker nermere over beviset av
Teorem 1 merker vi oss at det kun avhenger av den egenskapen av A(x) at A(x)’ er et polynomi x
med like potenser. Altsd er Teorem 1 gyldig ndr A(x)* erstattes av et vilkdrlig polynom i x*. Dette er

et svaat viktig resultat som er gitt som Korollar 4 nedenfor.

Korollar 4
La A(x)? na betegne et polynom i x° med vilkdrlig grad, og anta fortsatt at rottene i
w(x) = f(x)* = @(x)*A(x)* er reelle og har tallverdi mindre enn min(L,a). Da vil fortsatt resultatene

i Teorem 1, og Korollarene 2 og 3 gjelde.

Nar graden av polynomet som inngdr under rottegnet i integralet ovenfor overstiger 4 kalles det
korresponderende integral hyperelliptisk. Altsd er resultatet i Teorem 1 mye mer generelt enn det en
ved farste gyekast legger merke til, nemlig et resultat som gjelder for en stor klasse av hyperelliptiske
integraler. Som nevnt innledningsvis er det en rekke forskjellige addisjonsteoremer i Abels
produksion. Blant annet behandlet Abel hyperelliptiske integraler av andre typer i flere arbeider. | for
eksempel Abel (1828), utledet han addisjonsteoremer for hyperelliptiske integraler av typen
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J~ g(x)dx
s (x— a)\/h(x
der g(x) og h(x) er polynomer av vilkarlig grad, ved & bruke resonnementer som er analoge til beviset

av Teorem 1. Vi merker oss at dersom g(x) har enrot lik a, kan vi skrive g(x) = (x—a)g" (x), sik at i

dettetilfellet reduserer det siste integralet seg til

rg (x)dx
‘[ h(x

Dersom g”(x) =1 og %(x) kuninneholder ledd med like potenser vil dette integralet redusere seg til
det som er dekket av Korollar 4.

Eksempel 4.2:
La
(4.25) f(x)=bx+x% o0og ¢x)=c,

der b og c er konstanter. Dette gir
(4.26) f(x,)+o(x,)A(x;)=bx, +x +cA(x,) =0,
for j=1,2,3, dery = x,.Ved &lgse (4.26) m.h.p. b og ¢ fér vi:

xSA(xl)—xf’A(xz)

(4.27) b= ,
xlA(xz) - sz(xl)

0og

(4.28) O k.

xlA(xz) - sz(xl) .
Videre falger det, ved a bruke sammenhengen mellom koeffisientene og rettene i polynomet

(bx+x3)2 —®A(x)? =<x2 —xf)(x2 —xzz)(x2 —yz),

26



(4.29) peC o mmx %)+ oA ()

XX, - xA(x,)—x,A(x,) 1-k*x2x;

Den siste overgangen i (4.29) falger ved multiplikagon i teller og nevner i nest siste uttrykk i (4.29)
med x,A(x,)+x,A(x,) . Dermed fér vi fra(4.19) i Korollar 3 at

(4.30) j dx j d

+
. (1— leaz)A(x) (1— xZ/az)A(x)
y 3
:J~ dx __a log ab+a3+x1x2yA(a) i,
g (1—x2/a2)A(x) 2A(a) ab+a” —xx,yA(a)

N

der b er qgitt ved (4.27), og videre fra (4.18) at

Tode  fodx 7 odx
@3y e e Frente

s

s s

der C, og C, er passende konstanter.
Betrakt tilfellet med s = 0 (4.31). Med dette valget ser vi at vi f&r C, =0. Dermed

gienkjenner vi dette spesialtilfellet av (4.31) som addisjonsteoremet gitt i (3.18).

Eksempeé 4.3:

Landx, =/, der h er en konstant. Fra (4.29) fér vi daat

(4.32) =—xlA1(f)kfh}Zi§xl)
ogfra(4.31) a

T odx _’V dx N
- o lam

der C* er en passende konstant.

Eksempeé 4.4:

Selv om vi i bevisene ovenfor har antatt at rettenei y(x) har tallverdi mindre enn 1 kan en vise at

resultatene ovenfor gjelder mer generelt. Vi har felgende:
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A: Dersom h=0, blir y=x og A(y) =A(x).

B: Dersom =00, blir y=%1/kx og A(y) = Akf;)
C. Dersom h=1, blir

1-x2 (k% -1)x

YT % A0 =T

D: Dersom h=1/k, blir

1 1-k%? (1-4%)x
:; 1_x)2C Og A(y):(l—xz)k .

La oss vende tilbake til den generelle teorien og betrakte situasionen nar det er m ratter i
polynomet i (4.1) og m —lav disse er like. | en slik situagion vil (4.18) i Korollar 3 redusere seg til
falgende resultat:

Korollar 5
Dersom X, =x,j=L2,...,n=m-1, harviat

X

(4.34) j

, A(x) I A(X)
der C er en passende konstant og sammenhengen mellom x, og y er bestemt slik at
(4.35) ()’ =0(x)° Ax)* = (" = x])" (x" = ).

Tilsvarende spesiaisering gjelder ogsafor (4.19) i Korollar 3. Pa samme méate som i Eksempel
4.1 kan en nafinne koeffisientene i polynomet pavenstre sidei (4.35) og deretter bestemme y som

funksion av x,. Abel viser imidlertid at det finnes en smartere méte & ga fram pa som er vesentlig

enklere. Dette resultatet er oppsummert i det neste korollaret.

Korollar 6

La y, veere bestemt ved
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todx b odx
30 v ey

Da kan y, beregnes rekursivt som funksjon av x ved formlene

2y, A(x)
(4370) yy,+1=_ynfl+ 2.2 2"
1-k"x"y
yi-y?
4.37b =—rr_cal
(- ) Yona (- kzy,fyf_l
0g
2y, A(y,)
4.37¢c =—t—,
( ) 2n 1_ ka:

der y, =0 og y, = x. Funksjonen y, er rasjonell nar n er et oddetall og har formen p(x)A(x), der

p(x) er rasjonell ndr n er et partall.

Bevis av Korollar 6:

For enkelhets skyld innfarer vi nd notagonen

dx
A(x)

H(x)=j

Dermed kan vi uttrykke (4.36) som nH (x) = H(y,), der det falger fra(4.36) at y, er bestemt dlik at
ndr x =0,sder ogsd y, = 0. Dette er ekvivalent med alaintegrasionskonstanten C;i (4.18) vage lik

null. Den pafelgende analyseni tilfellet der C, er forskjellig franull er analog. Fra (4.36) felger det at

(4.38) (n+r)H(x) = H(y,,) = nH(x) +rH(x) = H(y,)+ H(y,),

n+r

hvilket medferer at
(4.39) H(y,, )=H(,)+H(,).

Laz vage gitt ved

_2,A0)+».A(,)
z= 2.2 2 '

(4.40)
1-k"yy,
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Det felger nafra (4.31) og (4.39) at
(4.41) H(z2)=H(y,)+H(y,)=H(y,,)

Siden funksgionen H(x) er strengt voksende faiger det derfor fra(4.41) at z=y,,,. Fra(4.41) far vi

derfor at
A A
(4.42) y,, = 2AL) 280G
1-k"yly,

Patilsvarende méte kan en vise at

_2A0)=yAG,)
n—-r 2.2.2

4.43
(4.43) 1=Ky

forn>r. Vedalar=1i (4.42) og (4.43) far vi at

_ 2,AR) +xAY,)
1- kzxzyf

(4.44)

n+l

0g

_ AR —xA,)
1-k*x%y?

(4.45) Yot

Tar vi summen av uttrykkenei (4.44) og (4.45) far vi derfor falgende rekurgonsformel

for {y,}:

2y,A(x)

(446) yn+l = _yn—l + 1_ kzxzyj :

Ved suksessiv kalkulagonav y,, y,,..., finnerenlett at y, er ragonell nar n er et oddetall og har
formen p(x)A(x), der p(x) er rasonell nar » er et partall. Videre far vi ved & multiplisere uttrykkene
(4.42) og (4.43) at

2 2
Yo 7Y
4.47 =2
( ) yn+ryn—) 1_ k2yﬂ2yr2
Vedasette r=n—1i(447)farviat y, ., =y, =x,00
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2 2
yn _yn—l

4.48 =Y
(@49 T Tk

Ved dsette r = n i (4.42) finner vi, siden y, = x, a

_2y,A0,)

4.49 .
( ) y2y, 1_ kzy:‘l

Dermed er beviset fullfert.
Q.E.D.

Eksempd 4.5:
| dette eksempl et betrakter vi spesiatilfellet med k£ = 0. Som kjent reduserer (4.36) seg datil

(4.50) narcsinx=arcsiny, .

La z=arcsinx, dvs.,, x=sinz. Vi kan alternativt uttrykke relagonen i (4.50) som
(4.51) y, =sSin(narcsinx) =sinnz.

For n = 1 medfarer (4.37¢) at

(4.52) Yy = 2yl\/1——yl2 = Zx\/ilj =2SiNzCOoSz.

Ved d kombinere (4.51) og (4.52) far vi derfor det velkjente resultatet at sin2z = 2sinzcosz.
For n = 2 medfarer (4.37b) og (4.52) at

2.2
(4.53) p, =220 = 41— x?) - x =3x - 4x°,
X

som sammen med (4.51) gir det velkjente resultatet at sSin3z =3sinz —4sin’z.

5. Avdluttende bemer kninger
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| denne artikkelen har jeg forsgkt & gi en elementas oversikt over deler av teorien for elliptiske
integraler, slik denne teorien forela pa Abels tid. Videre har motivasjonen vaat (i), avise at det er
mulig &felge Abels angrepsmate uten a vaare profesjonell matematiker, men med kun et forholdsvis
elementaat grunnlag i integral- og differensiaregning, og (ii), avise originaliteten i Abels
angrepsmate ved belysei hvilken grad denne skilte seg fra det som var de etablerte metodene pa
begynnelsen av 1800 tallet.

Farst har jeg gitt en kort innfering i de sentrale angrepsmatene til Euler, Lagrange og
Legendrei deres arbeid med & etablere addisjonsteoremer for elliptiske integraler. Hensikten med dette
har farst og fremst veat a plassere Abels bidrag i den historiske konteksten, og dernest vise eksempler
pa hvordan sentrale anvendelser i mekanikk og geometri leder til elliptiske integraler. Deretter har jeg
gitt en elementaar gjennomgang av beviset til en versjon av Abels generelle addi5jonsteorem, som
forhdpentlig er lettere & falge enn Abels version. Som jeg har papekt er Abels metode av sa
grunnleggende karakter at ndr beviset for addisjonsteoremet i det spesielle tilfelle som omfatter
Legendres elliptiske integraler er etablert, s lar det seg umiddelbart generalisere til hyperelliptiske
integraler (abelske integraler). Som mange har papekt var det typisk for Abel & angripe
problemstillinger pa den mest generelle méten i stedet for a studere en rekke saarskilte tilfeller.
Arbeidenetil Abel pa dette feltet viste seg senere dinspirere en rekke av de starste matematikere til
nye méter & studere geometrien til algebraiske kurver pa.

Denne artikkelen har imidlertid ikke hatt som ambisjon a plassere Abels innsats pa feltet i
forhold til arbeidene til Jacobi (1804-1851) og Gauss (1777-1855). Mens Abel var i gang med &
publisere sine epokegjarende arbeider innen dette tema kom det som kjent fram at Gauss ogsa hadde
arbeidet med teorien for elliptiske integraler, og at han alerede satidlig somi 1798 hadde oppnédd
noen av de samme resultatene som Abel.° Resultatene til Gauss hadde imidlertid blitt liggende i
skuffen, dlik at offentligheten ikke hadde kjennskap til dette pa Abelstid. Nar det gjelder forholdet
mellom Abel og Jacobi, er dette diskutert i den biografiske litteraturen, se for eksempel Bjerknes
(1880/1929), Ore (1954) og Stubhaug (1996). Bortsett fra den franske utgaven av Ores biografi,
inneholder imidlertid disse biografiene ikke matematisk materiale. Jacobis laaebok om elliptiske
integraler og funksjoner, Jacobi (1829), kom ut samme & som Abel dade, og har i ettertid blitt kritisert
for mangelfull omtale og manglende referanser til Abel.

Et viktig temainnen teorien for elliptiske funksjoner er teorien for transformasjoner. Del 1l av
denne artikkelen (Dagsvik, 2009) vil diskutere sannsynlighetsfordelinger definert som normerte
elliptiske integraler (elliptiske fordelinger). Utgangspunktet er Abels addisjonsteorem og teorien for

transformasjoner av €lliptiske integraler, som vil anvendes til a studere utvalgte ikke-lineagre

® K orrespondanse mellom redaktgren Schumacher i Astronomische Nachrichten og Gauss.
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transformagjoner av stokastiske variable med elliptiske fordelinger. Kun spesiatilfeller av dette har
blitt betraktet tidligere i sannsynlighetsteorien, nemlig arcussinus fordelingen og Cauchy fordelingen.
Arcussinus fordelingen har blant annet en sentral plassi teorien for tilfeldig gang og Cauchy
fordelingen er et spesidtilfelle innen klassen av stabile fordelinger. Disse fordelingsfunksjonene er,

som vi har sett ovenfor, spesialtilfeller av elliptiske integraler.

Vedlegg

Bevisav Lemma 1;

Antaat P(x) og Q(x) erto polynomer med ulike retter og at rettenei P(x) er forskjellige fra
rettenei Q(x), samt a Q(x) har grad n som er hgyere enn graden til P(x) . Dakan en skrive

Px) _x 4

(A1 O(x) - L XX ’

der 4;,j =1, 2,...,n, er konstanter og x;,x,,...,x,, er rgttenei O(x). For ase at dette er mulig

multipliserer vi begge sider i (A.1) med O(x) dik at

(A.2) SMEi@Q@%P@zQ
der

Qj(x)zDH (x—x,)

k#j

og D er en konstant. Siden venstre sidei (A.2), S(x), er et polynom av grad »—1, mavi haat
5(0), S°(0), S”(0),...,S"™(0) aleer lik null for at S(x) skal vagelik null for alex. Sparsmélet er nd
om dette er mulig. Vi har altsd at

s®©0)=3 4,09 (0)- PP (0) =0,
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for k=01,...,n—1. Dettegir n likninger med n ukjente, nemlig 4,, 4,,...,4,, som derfor har minst ett

sett av lgsninger for {4,}. Altsaer representasioneni (A.1) mulig. Videre ser vi fra(A.1) at ved &

multiplisere begge sider av (A.1) med x —x, férvi at

P(x)(x—x,() A.(x—xk).

O(x) =4 +j§ X=X,

(A.3)
Land x — x,. Ved dbruke I'Hopitals regel far vi at

X=X, 1

0() ~ 0'(x,)

Falgelig blir

(A.4) |im(P(x)(x_xk)J= Plx) _
=ul o O(x) o' (x,) "

fordi det andre leddet pa hgyre sidei (A.3) gar mot null.
Laoss na betrakte en situason der Q(x) = g,(x), der g,(x) er et polynom av grad n = 2m og

inneholder kun like potenser, og at P(x) = g,(x) er et annet polynom med grad mindre enn 2m som
kun inneholder odde potenser, og at alle rettenei g,(x) er forskjellige, og forskjellige frarattene i
g,(x) . Dette medferer at rettenei g,(x) kan skrivessom x; og —x,, forj=1, 2,..., m. Videre blir

2,(x) et polynom med odde eksponenter. Altsd kan vi, ifelge det vi har vist ovenfor, skrive

4; N B,
X—x; X+x, '

der 4, og B, er ukjente koeffisienter. Ved & anvende resultatet i (A.4) ovenfor fér vi (siden g, (x) =

gl(x) _ C
(A9 o) X

—g,(—x),09 g,(x) =—g,(-x)) a

(A.6) B = = f)=A,,

hvilket gir



(A.7) gl(x) =i §XAj2 .

g2(x) j=1 X _xj

Ved a sette x = a, falger derfor det gnskede resultat fra (A.6) og (A.7).
Q.E.D.
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