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FOREORD

Statistisk Sentralbyrd hadde 100-&rsjubileum i 1976. I samband
med jubileet sette Norges Bank av eit fond pd ein million kroner som gave
til Byrdet. Fondet skal nyttast til & styrke metodearbeidet i Byrdet.

Hausten 1977 blei det derfor sett i gang eit omfattande forsk-
ningsprosjekt under leiing av professor Erling Sverdrup. Eit av problema
knytta til dette prosjektet var & utvikle metodar for analyse av tabellar.

I denne rapporten blir det dr¢fta metodar for analyse av 2x2-
tabellar. Metodane har eigenskapar som gjer dei sarskilt eigna som ana-
lysereiskap for tabellar med f& observasjonar. Slike metodar méd bygge
p4 matematisk statistikk. Rapporten er derfor sars teknisk samanlikna med

andre rapportar frd Statistisk Sentralbyra.

Oslo, 10. oktober 1979

Petter Jakob Bjerve
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Samandrag

Dei fleste matematisk-statistiske metodane som er utvikla til ana-
lyse av tabellar, byggjer pd f¢resetnader om at talet pa observasjonar i
cellene er "stort'". Haldorsen (1977a) og (1977b) omtalar metodar som
kviler pd dette kravet.

I denne rapporten skal vi, for ulike hypotesar i ein 2x2-tabell,
presentere eksakte testmetodar, dvs. metodar som ikkje krev at talet pd
observasjonar i cellene er "stort'".

Fisher-Irwins test er eit spesialtilfelle av vart resultat. Den
blir nytta til & vurdere uavhengigheit eller homogenitet i 2x2-tabellar.
Fisher-Irwins test har optimale eigenskapar. Tilsvarande eigenskapar har

dei ulike metodane som blir presenterte i denne rapporten.

1. Innleiing

Observasjonsverdiane 1 ei wunderseking treng ikkje vere numeriske.
I mange tilfelle vil dei berre spesifisere kva slags kategoriar for dei ulike
kjennemerka i undersgkinga kvar av individa (einingane) h¢yrer til. Data
av denne typen kallar vi kategoriske.

Vi klassifiserer individa frd ei unders¢king etter eitt eller
fleire kjennemerke. Ein kontingenstabell viser da kor mange individ som fell
under kvar av dei ulike kombinasjonane av kategoriane for kjennemerka. Den
enklaste kontingenstabellen, 2x2-tabellen, er basert pd fire celler. Dette
er ein tabell med to kjennemerker, der kvart kjennemerke berre har to kate-
goriar. I Statistisk Sentralbyrd ser vi pad dei fleste kontigenstabellane
som resultat av ei eller fleire multinomiske forsgksrekkjer.

I samband med prosjektet "Analyse og estimering ved kategoriske
data" som har vore leia av professor Sverdrup, har vi arbeidd med delpro-

sjektet "Eksakte metodar for analyse av tabellar'. Vi har under dette pro-

sjektet utvikla resultat for fleirvegstabellar. Desse resultata, som vi kan

sjd pd som generaliseringar av resultata i denne rapporten, vil bli presenterte

i ein seinare rapport. Ved 8 handsama 2x2-tabellar sarskilt, meiner vi & opp-

nd ei betre formidling av dei ideane vi har arbeidd med.

Dei mest fruktbare og nytta omgrepa i tilknyting til analyse av

2x2-tabellar er uavhengigheit, symmetri, homogenitet og relativ symmetri.




Desse omgrepa har ein presis matematisk definisjon uttrykt ved ulike funk-
sjonar av parametrane i modellen for tabellen. I rapporten viser vi kva
slags informasjon desse ulike parameterfunksjonane kan gi oss. For &
vurdere denne informasjonen har vi utvikla optimale testar. Desse testane
blir presentert saman med eksempel p& bruk av dei.

I rapporten gir vi ellers ei vurdering av effektiviteten til Fisher-
Irwins test. Vidare gir vi ein omtale av log-linezre modellar. I den
samanheng viser vi at viktige situasjonar ikkje er dekka av dei modellane
som ECTA er avgrensa til & gjelde for. ECTA er eit program for tabellanalyse
som er i bruk i Statistisk Sentralbyrd.

Rapporten er bygd opp slik at dei ulike kapitla delvis kan lesast
uavhengig av kvarandre. Kapitla 2 og 5 og delvis vedlegg 1 krev grundige
kunnskapar i matematisk statistikk, medan kapitla 3, 4 og 6 o0g vedlegg 2
stiller mindre krav til lesaren sine matematisk statistiske kunnskapar.
Kapittel 3 inneheld fleire eksempel, derdet er nytta data fr3 Statistisk Sentralbyra.

Vi har valt & skrive publikasjonen pd nynorsk. Innafor fagomrddet
matematisk-statistikk har nynorsk skriftsprdk s& & seie ingen tradisjon.

Som dei fleste veit, er bruk av substantiv mykje mindre utprega pd nynorsk
enn pd bokmdl. I matematisk fagterminologi kjem ein ikkje unna utstrekt
substantivbruk, szrleg fordi vi treng nemningar for ei rekkje wviktige omgrep.
Dette har f¢rt til at vi har nytta ord og konstruksjonar, som i dag ikkje er

tilletne p& nynorsk.

1.1. Motiverande eksempel

Med data fra Levekdrunders¢kinga 1973, gir vi i tabell 1 grunnma-
terialet for arbeidssituasjonen i ein periode p& 12 mdnader til to pendlar-

grupper.

Tabell 1. L¢nstakarar i grupper for pendlarstatus etter arbeidssituasjon
siste 12 ménader.

Har vore Har ikkje-vore Sum
utan arbeid utan arbeid
Veke- og langtidspendlarar ..... 5 31 36
Dagpendlarar ...... Ceesseanaaann 2 58 60
SUM ..iiiiriiiiiiiiittennnnaans . 7 89 96

Dei tabellane som oftast fgrekjem i publikasjonane i Statistisk Sentral-
byrad, viser korleis einingar i ulike grupper prosentvis fordeler seg med omsyn
pd ein variabel. I ein Byrdpublikasjon ville derfor materialet i tabell 1 bli

presentert som vist i1 tabell 2.




Tabell 2. L¢nstakarar i grupper for pendlarstatus etter arbeidssituasjon
siste 12 mdnader. Prosent.

Pendlarstat I alt Har vore Har ikkie vore Talet pa
endlarstatus a utan arbeid wutan arbeid personar

Veke- og langtidspendlarar .. 100 14 86 36

Dagpendlarar ............ ... 100 3 97 60

I samband med kommentering av denne tabellen ville mange pastd at
veke- og langtidspendlarane har vore meir utsette for arbeidsl¢yse enn dag-
pendlarane i den aktuelle 12 manadersperioden.

Vi skal no gi ei meir formell handsaming av tabellen for & undersgke
om det er dekning for pastanden ovafor.

Vi vel & sj& pd problemet med & kommentere tabellen som eit val
mellom tre avgjerder (desisjonar):

(1) st¢rre arbeidslgyse blant veke- og langtidspendlarane

(ii) storre arbeidsleyse blant dagpendlarane

(iii) 1ikkje seie noko.

Dette vert kalla tre-desisjonsproblem og blir omtala i vedlegg 2.

For & etablere ein desisjonsregel for dette problemet, md vi bestemme
ein modell for tabellen. I tabell 2 blir kvar av gruppene (i .forspalten)
skildra av binomiske fordelingar, dvs. modellen for tabellen er produkt-
multinomisk (sja kap. 3.4.). Vi kan da uttrykkje problemet ved parametrane
i modellen (3.12) for tabellen.

Som desisjonsregel skal vi derfor gjere bruk av den eksakte metoden
som blir presentert i kap. 3.4. Vi krev at desisjonsregelen skal ha niva
0.95, dvs. sannsyna for feilaktig & pdstd (i) og feilaktig & pastd (ii) skal
vere he¢gst 0.05.

For materialet i tabell 1 gir den eksakte desisjonsregelen avgjerd
(iii), dvs. det er ikkje dekning for den pdstanden vi nemnde innleiingsvis.

Sidan dei eksakte metodane som hittil har vore i bruk er reknemessig
ressurskrevjande, har arbeidet med & utvikle eksakte metodar blitt neglisjert.
Dei asymptotiske (tilnarma) metodane har derfor ogsd fitt ein brei plass i
vitskaplege brukarmilj¢. Ukritisk bruk av desse metodane, spesielt pd smd
utval, kan gi konklusjonar det ikkje er dekning for i datamaterialet.

Arsaka til dette er den manglande presisjonen til dei asymptotiske metodane

ndr utvala er av liten eller moderat storleik.
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Ved 3 bruke den tilnzrma utgdva av den eksakte metoden i kap. 3.4.
pa materialet i tabell 1, blir resultatet at vi kan pdstd (i). I denme
situasjonen har vi altsd eit eksempel pd at bruk av ein asymptotisk metode
ville fore til ein konklusjon det ikkje var dekning for i materialet.

I Byrdet er det praksis & publisere prosentfordelingar som byggjer

pa& 25 eller fleire observasjonar. Grunngivinga for dette er at

(i) anslaga pd andelane i prosentfordelingar som byggjer pd mindre

enn 25 observasjonar er for usikre

(ii) eksisterande metodar for analyse av tabellar er asymptotiske

og stiller dermed krav om relativt store utval.

Sidan metodane som blir presentert i kap. 3 (for fleirvegstabellar
i eit komande notat) ikkje legg krav pa storleiken til utvala, kan vi
ogsd nytte desse metodane til & vurdere materialet i tabellar som byggjer
pd mindre enn 25 observasjonar. Dei fleste pr¢veundersokingane er baserte
pd relativt smd utval. Dette resulterer i langt fleire tabellar med smi
observasjonstal enn det som er vanleg for hovudundersgkingane. Ved a
nytte eksakte metodar til analyse av tabellane, fidr vi derfor ei betre

utnytting av data fra pr¢veunderspkingane.

1.2. Definisjon av_nokre viktige matematisk-statistiske omgrep

La X ha fordeling P, der P E.SD -.§>er ein eksponensiell fordelings-

klasse, om vi for einkvar P E? har at

(1) dP = a(P)exp(0(P)T(x) )dPo

der PO er eit element i jD, O vektor med s element og T = (Tl’ cees T )
s

La @ = G(P) derP er eksponensiell. Dersom avbildninga
Y : P~>6(P), PE f’er ein-eintydig si seier vi at parametriseringa W—l

er kanonisk og minimal kanonisk viss dimensjonen til er lik s.

La 33 vere ein eksponensiell fordelingsklasse der T er ein minimal kan-

onisk observator for 33_ La PO vere eit element i }b. Da er fordelingsklassen

A . . .
J° generert av (PO,T) ikkje avhengig av PO og T og vidare er jDS; f; . Vi seier
at :() er kanonisk viss ? =,73 .
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Ein eksponensiell fordelingsklasse er regular viss f) er kanonisk og
viss vi for ein eller annan minimal kanonisk representasjon {Pe : 0€E@} har

at mengda C’ er open.

2
CJ' er ei affin mengd viss I aiei EIC) for alle Oi e@® i=1,2 og alle
2 i=1
reelle a,,a, slik at X a. = 1.
1772 i=1 *
R 2 .
Vi skal teste hypotesen P € 0’ der igc.f, ved hjelp av testen §.

§(x) er det betinga sannsynet for & forkaste hypotesen gitt X = x. Styrke-

funksjonen for § er gitt ved

B(S,P) = ES(X) = [&(x)dP.
Vi seier at testen har niva € viss

B(5,P) < e for PEfg
og at den er styrkerett viss vi i tillegg har at
5

B(8,P) > € for P€j?- 0

Definisjonane ovafor er tekne frd Barndorff-Nielssen (1970). Regu-
laritetsfgresetnaden er strengare enn den som til vanleg vert nytta, sja

f.eks. Lehmann (1959)og Sverdrup (1979).

2. Kontruksjon av overalt sterkaste styrkerette testar

Observasjonane i 2x2-tabellar vil vi her sj& pa som genererte fré
ein av fg¢lgjande tre modellar: Poisson, multinomisk eller produktmulti-
nomisk. I Byrdet er det vanleg & bruke den multinomiske eller produktmulti-
nomiske modellen for tabellane.

Under Poisson-modellen har vi inga binding p& utvalsstorleiken. Vi
ser pad kvar av cellene i tabellen som uavhengige og Poisson-fordelte. Denne
modellen er omtala i vedlegg 1.

I dette kapitlet skal vi studere tabellar som er resultat av eit
multinomisk forsgk. Utvalsstorleiken er fast. Dersom vi i forsgket har
halde to av marginalane fast (f.eks. forspalten i 2x2-tabellen) blir den

underliggjande modellen produktmultinomisk. Vi har da i oppgdve & saman-

likne to binomiske forsgksrekkjer. Denne situasjonen er omtala i kapittel 3.4.
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Bade den multinomiske og den produktmultinomiske modellen kan uttrykkjast
som betinga Poisson-modellar.

Vi har no N uavhengige fors¢k som kan kryssklassifiserast m.o.p. to
kjennemerke (variablar) A og B. Kvart kjennemerke har to kategoriar.

Resultatet av N slike forse¢k kan vi gi i 2x2-tabellen

B1 B2 Sum
Ay X1 X2 ¥s
Ay X1 Koo | Xpu
sum | X, X, | N

der X-ane er multinomisk fordelte med underliggjande parametrar

; B1 B2 Sum
A P11 P12 | Prs
A p p
2 21 22| 2+
Sum Py1 P2 1
Z 2
der pij = Pr(AiﬂBj) og .§ '§ pij = 1. Marginalsannsyna Pi+og P+j er
i=1 j=1
definert ved
pi+ = pil + pi2 ’ i=1, 2
j=1, 2.

Pej T P2 T Py

Desse uttrykkjer sannsyna for at eit individ skal he¢yre til kate-

goriane i og j for respektive kjennemerke A og kjennemerke B.
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Vi har for simultanfordelinga til X-ane

N! 11 ®12 *a1 %22
(2-1) Pr( n (Xi- = Xi') ) = < 'X l,{- ! ] Pl]. * p12 . p21 N p22
i,j M J 11°%12° %21 % 22"
2 2 2 2
der I Zp..=1 og z I x,, = N.
i=1 j=1 *J i=1 j=1 H

P

La Ja'vere fordelingsklassen definert ved (2.1). Vi har at
er eksponensiell sidan vi for einkvar P € jD har at
P P

N 11
. = P
(2.2) dp (4P22) eXP(XlllogE;;+X12 gﬁ——+ ZIIOgb )d R

der Po er sannsynfordelinga svarande til pij =1/4, 1i=1,2; j=1,2.

La
P..
(2.3) 9.. =1log—L ,i=1,2; j=1,2 for (i,j) # (2,2).
tJ P22
eXP(eij)
dvs. pij = Tremp 911+exp912+exp921 , 1=1,2; j=1,2 for (i,]) f (2,2).
la @ =06(P), 8=(9,,8,.8,)"

Avbildinga P + 6(P), P € J°, definert ved (2.3), er ein-eintydig.
Dessutan er dim & = 3. Dette gir at parametriseringa {Pe: 5] GCD} gitt

ved

S 6,.)dpP

(2.4)  dPg = a(8) exp(x);0) +x,,8) ,4x,,0,)

8

-N
der a(f) = 4 (1+exp8 +exp912+exp621) s

er minimal kanonisk representasjon av ;;2

, O . .
Sidan =R, er C)el open mengd. Vi har derfor at den eksponen-

sielle fordelingsklassen ja er regular. La f% vere ein hypotese til den

7

eksponensielle fordelingsklassen J“.

2,

studere affine hypotesar, fo'

Nedafor vil vi avgrense oss til &

Grunnen til dette er fglgjande resultat fra

Barndorff-Nielsen (1970):
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Korollar 9.2.1. La J,vere ein regular eksponensiell fordelingsklasse

og la :E% vere ein hypotese til ja. Da er dei to felgjande utsegna ekvi-

valente
. P .
(1) o er affin
(i1) }% er reguler.

Vi vil vidare avgrense oss til dei L{

og P, som er slik at hypotesen (]8)

0
kan uttrykkast som utsegn om ein parameter, Y.
La y/ v,B vere ein klasse av fordelingar definert ved
b4
2. ﬁ = P M = +
(2.5) v.B { 0 B8 = v + yu}
der Yy €ER, © E(EE>, B er ei r x 3-matrise med rang r, r = 1,2,3, v og

u er vektorar med dimensjon r, u # O.

Vi har opplagt at_/fjY B S?
y

Vi skal no teste hypotesane Hj mot alternativa Aj, j=1,2,3,4:

: v < = .
it v 2y Or=yg) At Y > Y,
H2: Yy < Yl eller y > y2 A2: Yl < vy < y2
H3. Yl Yy < YZ A3: Y < Yl eller vy > Y2
. 73]
Setnlng 1. La hypotesen.f6 vere definert ved (2.5), dvs. 7% = 72 B;
Y € Hj’ j=1, ...,4. Da eksisterer det overalt sterkaste styrkerette
testar d niva € 3 R 2 1=
med niva for a teste jb mot j&,B’ Y € Aj’ i=1l,...,4.

Prov. La 91, 62 € C:H

{0: B8 = v + yu}, og la a; € R, i =1, 2 vere faste tal slik

2 2 2 2
at .Z a; 1. Dette gir at B(.Z aiei) = .Z aiBei = .Z ai(v+Yu) = v + Yu
i=1 1=1 i=1 i=1
D
’)Y’B

Q.
(0]
[a}
=
[}

og dermed har vi vist at C:a og dermed er affin.
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Sidan :TDdefinert ved (2.4) er regulaer fir vi dermed fra Korollar
9.2.1 Barndorff-Nielsen (1970) at :(DY B
3 (kap. 4), Lehmann (1959) er da oppfylt. Resultatet i Setning 1 fg¢lgjer

er reguler. F¢resetnadene i teorem
fréd denne teoremet.
Vi skal no etablere testar for Y = 0 mot Y > 0, altsd problem av

1° Al.
definert ved (2.5). Ved & nytte transformasjonen

typen H For dette fgremdlet vil vi arbeide under klassen av modellar

(2.6) BO = v + yu (B, vogusomi (2.5) )

i (2.4), far vi at janﬁ vere pd formen

2
(2.7) dP6 = a(®) exp (y(6)T(x) + iElti(e)Yi(x) )dPO

der x = (Xll’ X195 Xpps xzz)' og vy gitt ved (2.6)

Setning 2. La X ha fordeling gitt ved (2.1) og la Y vere definert ved (2.6).
For 4 teste H:t Y = 0 mot A: Y > 0 s eksisterer det ein overalt sterkast

styrkerett (0.A.S.S.) test § med nivd €. Testen er definert ved

1 ndr T(x) > k(yl,yz)\
(x) ={(u nar T(x) = k(y;sy,)
0 ndr T(x) < k(y,y,)

der k og U er gitt ved EH(S(X)Iyl,yz) =c.

Prov: Setning 1 gir at f¢resetnadene i teorem 3 (kap. 4), Lehmann (1959)
er oppfylt. Resultatet i Setning 2 fg¢lgjer da fr3 dette teoremet.

Vi har altsd vist at for alle parametrar Y gitt ved (2.6) eksisterer

det 0.A.S.S. testar. For & nytte Setning 2 md vi derfor unders¢ke om den

interessante parameteren y kan skrivast pd formen (2.6). Nedafor skal vi
vise at dei mest kjende omgrepa i samband med tabellanalyse verkeleg

tilfredsstiller (2.6).

Merk: Nar B har rang 1, er det ikkje innfért nokon restriksjon p3 para-

meterrommet. Da er f% B = ]D. Dette er tilfelle for dei situasjonane som
b

blir omtala i kapittel 3. NA&r B har rang 3, er apriorirestriksjonane slik
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at vi blir kvitt plageparametrane i sannsynfordelinga (2.7). Setning 2
gjeld framleis, men med den endring at testen no blir overalt sterkast.

I kap. 5 (side 28-29) har vi omtala ein slik situasjon.

3. Optimale testmetodar for ulike hypotesar i ein 2x2-tabell

Dei mest fruktbare og nytta omgrepa i tilknyting til analyse av
2x2-tabellar er uavhengigheit, symmetri, homogenitet og relativ symmetri.
Desse omgrepa har ein presis matematisk definisjon uttrykt ved ulike funk-
sjonar Y(p) av parametrane P i modellen for tabellen. Nedafor skal vi vise
kva slags informasjon desse ulike parameterfunksjonane kan gi oss.

For desse y-funksjonane har vi utvikla optimale testmetodar, som blir

presentert saman med eksempel p& bruk av dei.

3.1. Uavhengigheit

Dersom

Pij “Pj4+ Py 151,23 =12

seier vi at variablane A og B (med respektive kategoriar Al’ A2 og Bl’ Bz)
er stokastisk uavhengige. Det fglgjer opplagt at dette er det same som at

forholdet mellom kryssprodukta er lik 1, altsd at

P11°%2 _

1.
P27

a:
Kryssproduktforholdet o blir ogsd ofte omtala som oddsforholdet.

Gitt kategori A, til variabel A, da er oddsen for & vere i kategori Bl for

1
variabel B 1lik pll/plz' Tilsvarende blir oddsen lik le/P22 nar A har
kategori A2. Kryssproduktforholdet er forholdet mellom odds,
P P .
11/ 12 _ pll p22
GL 55w, T *
217722 12 21

Ndr a > 1, kan vi derfor sl& fast at fe¢rekomsten av B1 relativt til B2 er

st¢rre under A1 enn under A2.
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Sidan

_ (a17bypyp) (@) pyy)
(a)+b)°Pyp) (35 by "pyy)

o

har vi at o er invariant under transformasjonen

> . ‘D. .
Pij 7 % bj Pij
2 2

for ei kvar mengd av dei positive tala {ai}, {bj} som er slik at X I Pij=l'
Dette vil seie at 0 er eit madl for samspel, som ikkje blandar =1 j=1

marginalinformasjon med samspelinformasjon.

Ved & nytte (2.3) f&r vi o uttrykt ved dei kanoniske parametrane
(611912582105 @ = exp(8,,76,,76,,).

Ved & la vy = log o, dvs. O far vi for fordelings-

D . 11 7Y 8 % O
klassen j'definert ved (2.4),

(3.2) dPe = a(f) exp (xllY + x1+912 + x+1921)dP

0
(P .
J'er derfor med 1 (2.5) der

B=(1,-1,-1), v=0, u=1

Frd Setning 2 fg¢lgjer da at testen som forkastar H: y = 0 mot

A: v > 0 nar
X11 > k(Xl+,X+1),

er 0.A.S.S. test med nivd €. Denne testen er kjend under namnet Fisher-

Irwins test. k vert fastsett slik at
min(x+1,x1+)
I g, (Gl ) + gy (klx) ,x ) =€
J=k+1
der
Gy
[ ) = 11 M1+ 11
8111 %1454 N
(x )
1+

og 0 <u<1l.
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I praksis forkastar vi hypotesen om uavhengigheit (Yy=0), dersom

dei observerte X X,, 08X er slik at

11° “1+ 1
X1
) = _§ gl(J]X1+,X+1) > 1-g.

G, (
1 520

Xll_1 ]X1+’X

+1
Eksempel 1. Tabellen nedafor er henta fra Ferieunders¢kinga 1974. Den
er ein kryssklassifikasjon mellom ein ferievariabel og ein innteksvariabel,
for eit utval frd populasjonen av yrkesaktive mellom 45-74 &r, som har

gymnas, h¢gskule - eller universitetsutdanning og som bur i spreiddbygde stro¢k.

Tabell 1. Yrkesaktive mellom 45-74 3r med gymnas, hg¢gskule — eller universitets-

utdanning som bur i spreiddbygde strok fordelt etter ferieaktivitet og inntekt.

Var pd ferietur Var ikkje pd ferietur Sum

Inntekt > 30 000 29 15 44
Inntekt < 30 000 5 6 11
Sum 34 21 55

Vi ¢nskjer & finne ut om det er samanheng mellom ferieaktivitet og
inntekt for denne folkegruppa ved & teste Y = O mot Y > 0, der Y = log
og a er definert ved (3.1). For dette foremdlet vil vi nytte Fisher-Irwins

test med nivd € = 0.05. Vi reknar ut Gl(X11-1|X X+1) ved hjelp av program

1+’
for hypergeometrisk fordeling og finn G1(28|X1+,X+1) = 0.8171. Vi far altsa

ikkje forkastning. Materialet i tabell 1 gir derfor ikkje grunnlag for & pdstd

positiv samanheng mellom inntekt og ferieturaktivitet.

Vi seier at vi har symmetri i ein 2x2-tabell, dersom
P12 = Ppp-

Dette vil seie det same som at marginalsannsyna er like, dvs. Pip =Py i=1,2.

Dersom vi har data som er resultat frd ei panelunders¢king, kan
kvart individ i utvalet klassifiserast i forhold til same kreteriet pa to
ulike tidspunkt. Det kan da vere interessant & vurdere materialet i
tabellen gjennom omgrepet symmetri. Vi vil da vere i stand til & avsl¢re om
det har vore r¢rsle i populasjonen m.o.p. dette kreteriet. I Byrdet vil

det i samband med Arbeidskraftunders¢kinga, vere naturleg & f3 avklart om
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det er forskjell mellom sannsynet for overgang frd "ikkje-sysselsette"

til "sysselsette'" og sannsynet for overgang frd "sysselsette' til
"ikkje-sysselsette'. P& tilsvarande mdte kunne vi ha interesse av & under-
sgpke pendling, kriminalitet, stemmegiving ved val, osv.

I denne situasjonen let vi

p
(3.3) v = log Elg

21

Yttrykt ved dei kanoniske parametrane gir dette

(3.4) vy = 612 _‘621'

Y = 0 er ekvivalent med symmetri i tabellen. (3.4) inmsett i (2.4) gir

(3.5) dPe = a(0) exp (xle + xllell + (x21+x12) 921) dPO

R
}'definert ved (3.5) er med i (2.5) der
B = (0,1,-1), v=0, u-=1.

Setning 2 gir da at testen som forkastar H : Y = Omot A : Y >0

o

nar

> = -
X12 k(Xll,W), W X12 + X21

er 0.A.5.S. test med niva €.

Som vi skal sjd nedafor, er k berre avhengig av W. Derfor vert

testen som forkastar H : y = 0 mot A : y > 0 nir

x12 > k(W)

0.A.S.S. test med niva €.

Under H vert
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= X = _
12712 Pr(X..=x. ,W=w)
11 "'11
X
N! (pll) ll(lew N
E . o — y P
22 - ¢ W )ZFW
< .
N. P11 *11 Pyrw g 12
X o wil(N-x _-w)! (P ) (2'5——) p22
11" 11 . 29 29

Vi har dermed vist at k er uavhengig av Xll'

k vert fastsett slik at

w
2 g, (Glw) + u,g,(klw) = ¢
Seia 2 282

der

gz(xlzlw) = (XW )z_w

12 s = 0,1,...,w.

%12

og O f_uz < 1. g, er altsd den binomiske fordelinga med parametrar W og }.

I praksis forkastar vi hypotesen om symmetri dersom
X1 -1

Gy (X =1 W) = g, (3[W >1 -,

I ™o

j=0

der X12 0g W er observasjonsverdiane i tabellen.

Eksempel 2. I tabellen nedafor har vi paneldata frd Arbeidskraftunders¢kinga.

Tabell 2. Menn mellom 30-49 &r (1977) med skolegang i 11-12 &r, kryssklassi-
fisert med omsyn pd sysselsettingsstatus i 4. kvartal 1977 og
4. kvartal 1978.

4.kv.1978 -
4.kv.1977 ISysselsett (s) Ikkje sysselsett (S) Sum

-
Sysselsett (S) 215 5 220

Ikkje sysselsett(S) 0 4 4

Sum 215 9 224
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Vi ¢nskjer & finne ut om det for denne gruppa har vore fleire
overgangar fra S til S enn fra S til S, dvs. om Py > Pyy- For & teste
H:pP,=P ,mtA: P, >P skal vi bruke den eksakte symmetritesten

12 21 12 21
som er presentert ovafor. Vi krev at nivdet skal vere € = 0.05. I tabell

for den binomiske fordelinga finn vi at G2(4 W) = 0.9687, som er st¢rre enn

12 7 Par |
30-49 8r (1977) med skolegang i 11-12 &r har vi hatt eit st¢rre tal overgangar

l-€ = 0.9500. Vi kan altsd pastd at P dvs. for gruppa menn mellom

fr3 S til S enn frd S til S.

3.3. Relativ_symmetri

Dersom parametrane i 2 x 2-tabellen oppfyller ein av samanhengane,

P P Pyq°P
(3.6) iz ='Tgl , dvs. _llT_%l =1
Py Poy P12"Py)
eller
P P PP
(3.7) £= —2_1'- . dvs. _—1_1_._-E= l,
+2  Pa Py17Py2

sd har vi relativ symmetri i tabellen.

Testing av relativ symmetri, vil pd same mite som for symmetri,
vere interessant ndr vi har paneldata. I mange situasjoner vil vi finne
det naturleg & studere betinga symmetri gitt forspalten eller hovudet i
tabellen. Dette kan vi fi gjort gjennom omgrepet relativ symmetri,
definert ved respektive (3.6) og (3.7). I samband med stemmegivinga ved
to val, kan vi f.eks. vere interessert i & underspke det betinga sannsynet
for overgang frd borgarlege til sosialistiske parti er like stort som fra
sosialistiske til borgarlege. Vi kan da studere overgangane relativt
resultata frd det forste valet (forspalten i tabellen) gjennom analyse av
parameteren

P11°P
(3.8) Y = 1og M R

P12:Po9

dvs. relativ symmetri (y=0) definert ved 3.6).

Uttrykt ved dei kanoniske parametrane far vi for Y definert ved (3.8),

(3.9) Y = 611 + 621 - 612.

(3.9) sett inn 1 (2.4) gir
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(3.10) dP, = a(®) exp (x

5 §) + (x

117 T %1452 )dp

217%11) %219%,-

jadefinert ved (3.10) er med i (2.5), der
B=(, -1, 1), v=0, u-=1.

Fra Setning 2 f&r vi derfor at testen som forkaster
H:vy-= O(plz/p1+ = p21/p2+) mot A : y>0 (plz/p1+ < p21/p2+) nar

X > k&L, L=Xy, - X,

er 0.A.S.S. test med nivd €. k vert fastsett slik at

min(X1+,Z)

j=i+1 83 100+ ugeg(klxy ,0) =

der

g3(x11[xl+,2) = Pr (X11=x11{X1+=x1+, L=R) =
¥=0
Pr (Xll=x11,Xl+=xl+,L=2)
Y=0 -
Pr (X, =x, ,L=2)
ymo I+TL4
p.&
N! L N f12 1+(921)
T — T T 0 T
Kppr Gy ) s Gy )0 (N =000 22 Py, Py
P 14 . )
N P12 Pa1

N N
( ) )P =) =
Tt R 22 Py, Pa9

1
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I praksis forkastar vi hypotesen om relativ symmetri definert ved (3.6),
dersom
Xll-l

z g3(j\xl+,L)> 1- ¢,

6311y, = T

J

der X1+ og L er respektive sum og differens av observerte verdiar i tabellen,

og X11

er observasjonsverdien i celle (Al’Bl)'

Eksempel 3. Ogsd i dette eksemplet skal vi nytte paneldata frd Arbeids-

kraftunderso¢kinga.

Tabell 3. Menn mellom 25-29 &r med skolegang i 11-12 ar, kryssklassifisert
etter sysselsettingsstatus i 4. kvartal 1977 og 4. kvartal 1978.

4. kv. 1978 Sysselsett (S) Ikkje sysselsett (S) Sum
4. kv. 1977
Sysselsett (S) ceeveeeecnnnncannn 65 1 66
Tkkje sysselsett (S) vueuvuuuunnnn. 5 3 8
Sum ... 00nenn creeccens ceesecann 70 4 74

Om vi no ¢nskte & studere tabell 3 pd same mdte som tabell 2, ville
vi med 57 nivad finne at materialet ikkje gir grunnlag for & forkaste hypo-
tesen om symmetri.

Vi vil i staden basere analysen av tabellen pd 'relativ symmetri"
definert ved (3.6). Ved & nytte den eksakte testen med 57 niva, far vi
G3(64|X1+,I) = 1.000. Dermed far vi forkaitning og kan pastd p21/p2+:>p12/P1+,
dvs. det relative talet pd overgangar frd S til S er st¢rre enn det relative

talet pd overgangar frd S til S.

Den andre forma for relativ symmetri (definert ved (3.7) ), vil
vere aktuell ndr vi vil vurdere overgangane relativt verdiane i hovudet.

Vi skal teste relativ symmetri definmert ved (3.7) ved hjelp av parameteren

(3.11) vy = log P = 611 + 912 - 921.

P& tilsvarande mite som for (3.8), finn vi at testen som forkastar

H:vy=0 (plz/p+2 = p21/p+1) mot A:vy>0 (plzlp+2 > P21/P+1) nar
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X I>k(X+1,T); T er 0.A.S.S. med nivad €.

11 = X0 7 Xy

I praksis forkastar vi hypotesen om relativ symmetri definert ved
(3.7), dersom
Xll-l

der X og T er observerte verdiar og g, er gitt ved

11° %1

N-X, =T X, +T Z  N-z
Col oG ) GG
& |X 1) = 11 #1711 f11 41711
84 111%41° N (N

X +1

der Z = N—X+1+T = Xll + XZZ'

Som vi ser av 83 08 8, er dei to testane vi har etablert for
relativ symmetri analoge med Fisher-Irwins test for uavhengigheit.

Vi har ovafor omtalt nytten av omgrepet relativ symmetri, nar
tabellen er resultat av ei multinomisk forsg¢krekkje. Hvis tabellen er
resultat av to binomiske forsgksrekkjer, vil det framleis vere meinings-
fullt & studere relativ symmetri. Vi har da at verdiane i forspalten eller
hovudet.er gitte ikkje-stokastiske storleiker. Vi kjem nzrare tilbake til
dette i kapittel 3.4.

Som det gdr fram av kapitla 3.2. og 3.3., vil bade symmetri og
relativ symmétri vere meiningsfulle omgrep i samband med analyse av
paneldata. N&ir vi ikkje har paneldata, er det kun meiningsfullt & drive

symmetristudier ved hjelp av omgrepet relativ symmetri.

3:4. _Homogenitet

I dette avsnittet vil vi sji p& 2x2-tabellen som resultat av to

binomiske forsgksrekker, der verdiane til kjenneteiknet i forspalten er

gitte. Ved a la Xl+ = N1 og X2+ = N2, far vi for tabellen pa side 6
B1 B2 Sum
S U S U e W
Ay X1 My N
Sum X+l N-X+1 N

der X,, og X

11 er binomiske fordelte med underliggjande parametrar

21
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B1 B2 Sum
A1 P l-p1 1

der p, = Pr(B;|A), 1p; = Pr(B,[A); i =1, 2.
Vi far derfor for simultanfordelinga til X-ane

N X N. =X N_-X

N X
_ - _ 1 11, 1 11 2 21, 2 21
(3.12) Pr(xll—xll’ X5 X21) =(_7) P, (1 Pl) Qx ) P, (1 P2)
1 21
eller
. -Ni -Nj
(3.13) dPe =2 '(1+exp61) (1+exp92) exp(x1181+x2162) dPo
Pi
der PO er sannsynfordelinga svarande til P TPy = i, ei = 1ogI:5—, i=1, 2.
i

(3.13) er den minimalkanoniske representasjon av fordelingsklassen definert
ved (3.12).
Vi ¢nskjer & teste hypotesen om homogenitet H : Py = p, mot A : pl>'p2.

Uttrykt ved dei kanoniske parametrane 81 og 62, vil dette seie det same

1 2
: : : . . P detiner
Setning 1 og Setning 2 gjeld ogsa for fordelingsklassen definert

som & teste H: 6, = 6. mot A : 61>~62.

ved (3.13). B er da ei rx2-matrise med rang r, r=1,2. Ved & nytte Setning 2

med y = 61 - 62, far vi at testen som forkastar H mot A nar
Xll > k(X+l)

er 0.A.5.S. med nivd €. I denne situasjonen er B = (1,-1), v=0 og u=l.
Ved bruk av testen, gdr vi fram pd f¢lgjande mite:

Forkast H dersom dei observerte verdiane i tabellen, Xll og X21, er slik at

X171
G5 (X 171X, ) = I g (GlX, ) > 1-e,
3=0
der
X1 X
(g D _x )
( IX ) = 11 1 11
g5 (X 1%,
&
N

1
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=P
1 2
A Py > P, under modellen gitt pd& side 63 dvs. nir X1+ og X2+ er

stokastiske. Vi har f¢lgjande samanheng mellom Pys P,y 08 parametrane

La oss tenkje oss at vi er interessert i & teste H : p mot

P11» Pigs Popo Py definert pa side 6,

p =—pil; p =_p.2_l
, .
1 p1+ 2 p2+
R teste p1 = p2 under modellen definert pd side 6, blir derfor det same

som 3 teste

p P pP,,°P
p11 _o21 P Pag |
1+ Pa+r PPy

1,

dvs. uavhengigheit i 2x2-tabellen. Vi har dermed vist at det er ingen

praktisk forskjell pd 3 teste P under dei to ulike modellane (2.1)

=P
og (3.12), men vi b¢r merke osslatbsiyrkefunksjonane til dei to testane
ikkje er identiske.

I samband med handsaminga av relativ symmetri (kap. 3.3.), peika
vi pd at dette omgrepet hadde s@rleg interesse nir marginalane i hovudet
eller forspalten var gitte. Nar vi ser pd forspalten som gitt, er for-
delinga til observasjonane i tabellen gitt ved (3.12).

Testprosedyren for relativ symmetri (3.6) basert pd den 0.A.S.S.
testen under modellen (3.12), fell saman med den prosedyren vi presenterte
for (3.6) i kap. 3.3. Xl+ er da ein gitt ikkje-stokastisk storleik.
Tilsvarande finn vi at testprosedyren for relativ symmetri (3.7), nir
marginalane i hovudet er gitte, blir den vi har etablert for (3.7) i kap.
3.3. I denne situasjonen blir X ein gitt ikkje-stokastisk storleik.

Dei vanlegaste tabellane ved Intervjuavdelinga viser korleis
einingar i ulike grupper fordeler seg m.o.p. eit kjennemerke. Dersom vi har
to grupper som skal samanliknast m.o.p. eit kjennemerke med to kategoriar,

fdr vi altsd den 2x2-tabellen som er omtala innleiingsvis i dette kapitlet.

Vi skal no gi eit eksempel pd ein slik tabell.

Eksempel 4. Vi vil undersgke om organisasjonsaktiviteten blant mannlege
pendlarar med medlemskap i ein eller annan organisasjon, varierer med
pendlarstatusen. Ved & nytte data frd Levekdrsunders¢kinga 1973 fir vi

tabellen.
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Tabell 4. Mannlege l¢nstakarar som er medlemar av ein eller annan organi-
sasjon, i grupper for pendlarstatus etter organisasjonsaktivitet.

Aktive Passive Sum
Veke- og langtidspendlarar ........cceecea. - 8 15 23
Dagpendlarar ..eeeesceecccnsncaas cireeesecnas 7 22 29
SUM wuvevrnnann Ceraaes ceeseenen Cetiesecasanen 15 37 52

Vi ¢nskjer altsd & teste hypotesen H : p; = p, mot alternativa
A Py > Py- Til dette vil vi nytte den betinga testen som er omtala
tidlegare i dette kapitlet. Vi krev nivdet € = 0.05, og finn at
G5(7ix+1) 0.7039 < 0.9500. Vi f8r altsd ikkje forkastning og kan dermed

ikkje pasta at det er forskjell i organisasjonsaktiviteten mellom dei to

pendlargruppene.

Eksempel 5. Dersom marginaltala i tabell 2 var framkomne som resultat av to

uavhengige utvalsunders¢kingar, ville vi f& tabellen

Tabell 5. Menn mellom 30-49 &r (1977) med skolegang i 11-12 &r, fordelt
etter sysselsettingsstatus i 4. kvartal 1977 og 4. kvartal 1978.

Sysselsett (S) Ikkje sysselsett (S) Sum

4. kvartal 1977 ...ciiiiiiinnn, 220 4 224
4. kvartal 1978 .....ciiiiininnn 215 9 224
Sum .eciiiiiiiiiiiiiiianas ceee 435 13 448

Ved & studere homogenitet for denne tabellen; dvs. pi = pé der
pi = Pr(S i 4. kv. 1977) og pé =Pr (S1i 4. kv. 1978), skulle vi oppnd
tilsvarende tolkning som for symmetri i eksempel 2 (sji merk). Vi vil
nytte den eksakte homogenitetstesten med nivd € = 0.05, og finn

G5(219lX+1) = 0.8701. Vi far altsd ikkje forkastning av homogenitetshypotesen.

Merk: Som vi peika pd i innleiinga til kapittel 3.4., blir symmetri i ein

2x2-tabell ekvivalent med at Pi, =P, i=1, 2. Vi far for pi og pé uttrykt

+1
ved parametrane i modellen for tabell 2,

| I . LI
P1 = Pre Py =Py
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= 1, har vi derfor at

= p+i, 1 =1, 2.

Dette vil seie at vi oppndr same tolkning ved & studere homogenitet for
tabell 5 som symmetri for tabell 2.

I eksempel 2 tok vi vare pa den ekstra informasjonen materialet har
som paneldata. Vi oppnaddde i motsetnad til ovafor forkastning av hypotesen

og dermed signifikant utsegn.

4. Asymptotiske metodar w

Som vi peika p& i innleiinga, er dei fleste metodar for analyse av
kategoriske data utvikla under fg¢resetnad av at talet pd observasjonar er
"stort"; metodane er asymptotiske. Nedafor skal vi presentere dei
asymptotiske utgdvene av metodane gitt i kap. 3. Desse kan vere nyttige

ndr materialet er si stort, at dei eksakte metodane blir reknemessig for

ressurskrevjande.

Vi forkastar hypotesen om uavhengigheit, H : Y = O mot A : y > 0 nar

 —x el 1
711 "1+ N 2
> k ,
N X2+ x+l (1_x+1)-_1)1/2— 1-¢
1+ N-1 N N 12

der k tilfredsstiller @(kl_s) = 1-€. Denne metoden er nyttig ndr N er stor.

Numeriske utrekningar viser at metoden er brukbar nir

X X X X
X +1 , X +2 , X +1 +2

1+ N 1+ N z 3.

2+ N 8%,y Z

- ®(+) er den kumulative fordelingsfunksjon til den standardiserte normal-

fordelinga.




29

Vi forkastar hypotesen om symmetri H : Y = 0 mot A : y > 0 néir

> k

L. _ 1, 3 = "l-e

@1
dvs.

Y10 7%y~ 1

1 %ikl—e’
+ - =

(R1p * Xy 73

der k;__ er slik at ®(kl—€) = 1-€. Metoden er brukbar nar

X, + X, > 10.

o

(iii) Relativ symmetri (kaé. 3.3.)

Vi forkastar hypotesen om relativ symmetri (3.6) H : v = 0 mot

A : Y >0 nar

- Z_
X11 X1+ N ? > K
X - 1l-¢
2+ Z Z 1.°
L 79 1)
der Z = X, * Xy, og kj_er slik at @(kl_e) = 1-€.

Metoden er brukbar nidr

X, Xy, X X

1+ 2+
— — - —_— - —_— > .
Z N Z N’ (N-2) N’ (N-2) N 5

Ved testing av relativ symmetri (3.7), f&r vi forkastning nidr

Z
X)) - X, 5 ¢ -
X — 1-¢
+2 Z Z 1
Xy F1 P12
Metoden er brukbar nir
X+1 X+2 X+1 X+2

Z——, Z N (N-2Z) X (N-2)

N
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Resultata ovafor, (i), (ii) og (iii), er etablerte ved hjelp av
Sentralgrenseteoremet. Sidan desse metodane er kontinuerlege tilnzrmingar
av dei diskrete metodane vi presenterte i kap. 3, har vi gjort nytte av
kontinuitetskorreksjonar. N&r vi har smd utval, gir dette ei kraftig betring
av presisjonen til dei tilnzrma metodane. 4} er den velkjende forventnings-
korreksjon til Fisher-Yate, medan 1/12 er Sheppard-korreksjonen for variansen.
Kontinuitetskorreksjonar er blitt grundig handsama i Hajek & Sidak (1967).

Dei tilnzrma metodane (i), (ii) og (iii) er alle utvikla under
modellen (2.1); det vil seie ndr begge kjennetegna i tabellen er stokastiske.
Prosedyren (i) kan nyttast til homogenitetstesting ndr modellen er gitt
ved (3.12). Da er X1+ = Nl og X2+ = N2 ikkje-stokastiske storleikar.
Tilsvarande kan vi nytte prosedyrane i (iii) til & teste relativ symmetri
ndr anten marginalane i forspalten (modell (3.12) ) eller marginalane i

X og X

hovudet er gitte. Da er respektive X1+ » X5,

+17 X+2 gitte ikkje-

stokastiske storleiker.

5. Effektivitetseigenskapar til Fisher-Irwins test

Nir rammekrava er dei einaste restriksjonane pd parametrane i modellen

for 2x2-tabellen, veit vi at Fisher-Irwins test (¢1) som forkastar

H : mot A : P, nar

P14+ Pyp = Pp P, < Ppp

>
X1 k (X1+, X ),

1 +1

er overalt sterkast blant alle styrkerette testar med niva €.

I dette kapitlet skal vi vurdere effektiviteten til Fisher-Irwins
test i ein situasjon, der vi har fleire restriksjonar enn rammekrava pa
parametrane i modellen.

Nedafor skal vi f¢rst finne eit tilnerma uttrykk for styrkefunk-
sjonen til ¢ it

Frd teorem 14.3-4, Bishop, Fienmberg and Holland (1975), far vi at
(Xll’ X1+, X+1) har ein tilnzrma multinormal fordeling med forventning &

. . - |- - - ]
og kovariansmatrise I, der £ = (51,52,63) (Npll’ Np1+, Np+1) og




31

91 21 \ //%pll(l_pll) ®1Pos WP 11P42
= = \i - -
2 } | NP 1P, ¥, (1-p, ) NPy 7P1PLy)
Z21 Z22'/ L N~p11p+2 N(pll—p1+p+1) Np+1(1_p+1),/

Vi har da at

P, (1P ) _ PIPiPy
Nd Nd
-1
Loy =
_P117P1Py P (1-p )
Nd Nd
der d = p22p+lp1+ - pll(pll—p+1p1+) (d#0), og vidare at
gl Pt Pfiofae des
12922 d ’ d = 1’ %2
og
1ol N2 .. - - -
Z12222221 - d(pll(l pl+)(1 p+1)(1 Pll p22) )o
Det er velkjent (sj& Anderson (1958) ) at
X,, - &
=~ ' —1 1+ 2
E(Xpp %) 0%,0) S8 + T0,000 (Cy £ D))
+1 3
=N _ _ def.
= Nppp +u Xy Ny ) u, (R Np ) ST
og
- -1
— — 1
var (Xyg [X) oX,p) = 0 - 21,0508,
_ _ _N 2 e def. 2
= Npy (=ppy) = 3 (P1Py, P, (1-P 17Py,) ) =77 07
L
) = E (X,,]X, ,,X. )=X %1
Ho H 11" %1+°%+177 ~ "1+ N
og
X. X X
2 ~ 2+ “+1 . T4l
0y = varH(XH]x1+ x+1) X, 5735 ¢ S ).
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La P12 og P21 vere slik at

___C
(5.1) P P =" *P .,

der P11 98 Py er faste.

C er ein parameter som uttrykker mengda av alternativ. Vi far da

folgjande tiln®rma uttrykk for styrkefunksjonen til ¢l der

= 1

(5.2)  B(9;,p) = E[Pr(X>ky(X) X )X X )]

X117Ho
- st N ]
= E[Pr( e LSVC.SUN SED LD SURS PPN
X,.,=U o] M, =U
~ 11771 . 0_"1"0
= E[Pr( o > kN(X1+’X+1) 0. o ]X1+’X+l)]
1 1 1
o) SRVt
v e 0,10
= EQ(-ky (X X, ) 5ot — )
1 1
- C
2ok 4 — )
€ (..p,)?
11° 22

der k_ vert fastsett ved likninga

@(kE) = <.

Under utviklinga av resultatet i (5.2) har vi gjort bruk av Lemma 5.1 og

Lemma 5.2.

Lemma 5.1. La p vere slik at (5.1) er tilfredsstilt. Da vil

12 %8 Py

% _»

N powg 1.

Q
=

Prov. (5.1) gir at

. c
PrsPig = TR * Py

For store N er d = P11Pyy- Ved & nytta Slutskys setning far vi da
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X+2 X1+

+1

% X v v ) J

o (No (1-p, )-N(p 2 (1-p. - )))
Prp Py )7 g (PppPoy P UEmP 17 Py

P11 os

Nl—

[
~

)

T2
P11y )= GPy1P Py (1721 7Ryp))

211722
( 3

p.p,. . (1-p
Pll(l—P

)t =1,

e

_PypPyp (1P Py))
PodP11

11)

Lemma 5.2. La og vere slik at (5.1) er oppfylt. Da har vi at
—_ e P12 °8 Py

Myl

0 P C
0 Nooo 3
1 (P11P )
. C
Prov. (5.1) gir at PotPio = 7 4 * Pooe La

1
2

LG - 5. (1-p. )~ L .2 —p. -
U= 7n O T By )7 g (i egPy, (1P Ryp) )

2

o8 X X. X

X
= 1+ *l_ _ 1+ _+1
LX) = Al = =2y ) * b~ py) - * gl
Sidan

_—
T = (Py1Pyo)

far vi ved & nytte Lemma 5.3

+1) P C

>

1
2

W Hy | LypeX

T
01 N0

Lemma 5.3. La Py, 08 P, Vere slik at (5.1) er oppfylt. Da vil

) —> C.

LN(X1+’X N-+eo

+1

Prov. Ved & skrive om uttrykket for LN(X1+,X+1) far vi

X

X
_ _ T+ o +1
Ly X ) = A= ) (= - Py + VN(uy=py ) (

N —p+1)

X X
- /ﬁ(—ﬁi - pl+)6§§l -p,,) - /N(p P -P

1+ +1 11)

) 1
= Vinéin t Vonlon T VN Zinlon t C
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der

Vin T Y1 T Parr Von T Y2 T Prs
og .

X X
- 1+ _ - ML

iy = NeF =)y Ty = N ey

Sidan
X X
1/4 1+ P 1/4 +1 P
—_— —_ —— - —_—

gir Slutskys setning at

1 P

78 “in%on > 0.

Sidan d = pllp22 for store N, far vi

v, 2t (. p. .-P D) = L . p. )20

IN p 21712 " 11" 22 P 1+ +1 " 11
22 22

og

Vox ;-55— ® p -p P )= El" (Pi+p+1’p11) = 0.

22 12 21 11 22 22

Vi har at

var Z1N = P1+(1-P1+), var ZZN = P+l(l—P+1).

Sidan 0 < PreoPyg < 1, fadr vi ved bruk av Tsebysheffs ulikskap at

I3 .
viNZiN —> 0, 1i=1,2.

Dermed far vi ved bruk av Slutskys setning at

X P> oc.

LN(X1+’ +1) N0

La oss no tenkje oss at vi har ein situasjon, der vi p@ f¢rehand

veit at

p = Pspys P =P

11 22 12 21°

Dette blir ekvivalent med at det er bade relativ symmetri (3.6) og (3.7)
1 blir p2 =1/2 - p

i tabellen. Sidan Pq1 der

TPt Py TPy T 1’

P11 ¥ Ppp TPy ©8 Pyp T Pyy T Py
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Vi tenkjer oss ei unders¢king av synsevnen til ei sarskilt gruppe
i folket pa grunnlag av eit tilfeldig utval p& M personar. For kvar av
dei M personane utfg¢rer vi mdlingar, som sldr fast om venstre auge (V.A.)
og he¢gre auge (H.A.) er godt (G) eller dirleg (D). Vi far da ei multi-

nomisk fordeling med parametrane

G D SUM

[

V.A.

SuM | | ) 1

I denne situasjonen er Pys ein rimeleg f¢resetnad, medan P11 T Poyo

=Py
er meir tvilsam. Vi vel likevel & tru pd begge f¢resetnadene. Under denne
modellen ¢nskjer vi & finne ut om synsevnen til venstre auge er uavhengig

av synsevnen til h¢gre auge; dvs. uavhengigheit i 2x2-tabellen. For & gi

svar pd dette skal vi teste

H:p, = 1/4 mot A : Py > 1/4.

*
Ved & nytte Neyman-Pearsons setning finn vi at testen (¢1) som

forkastar H mot A nir

er overalt sterkast med niva e.

For & etablere denne testen kunne vi ha nytta resultata fr3 kap. 2 med

1-1-1
B={100 ,u= (1,0,0)" og v = (0,0,0)"'.
0 1-1

Vi har opplagt at
V ~ binomisk (M, 2p1)

der X + X + X + X = M.

11 12 21 22

For & teste H mot A, kunne vi ogsi ha teke i bruk Fisher-Irwins test

(¢1). Sidan testen ¢{ er overalt sterkast, veit vi at bruk av ¢1 i denne

situasjonen ville medf¢re styrketap. Sp¢rsmilet blir da om styrketapet

er stort eller lite? For & skaffe oss informasjon som kan gi svar pd dette

sporsmalet, skal vi finne Pitman-effesiensen e(¢l’¢T) til ¢1 med omsyn pad ¢T.
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e er eit summarisk mdl for forskjell i effektivitet mellom to testar og er

definert ved

(5.3) e=e (q>1,q>>{) = lim

N->oo

z|z

) >y,

der;>1N er ein sekvens av alternativ slik at B(¢1N,P oo

1IN

W Y

. . *
M= ry er ein sekvens slik at 8(¢1rN’p1N)

og begge testane har same nivad €. Indeksane N og Ty gir uttrykk for at

testane ¢1 og ¢T treng respektive N og r, observasjonar for & oppnd@ same

) N
styrke Y, ndr begge har niva €.

La

_ I S §
(5.4) P =Py A*3

o o 3 . 3 3 *
Da far vi f¢lgjande tiln®rma uttrykk for styrkefunksjonen til ¢1

V—érN
= — > k!
S
U L 1o
k' 2/§N+rN(2 2P, )

x
(5:5) B By = Pr(Vk,

V-2r__P
N
= Pr( 1N T > N % )
- 2 -9
(ZerlN(l 2p1N) ) (ZrN.plN(l 2p1N) )

e

ok, + /}N(AplN-l) )

e

2k + «E/ﬁ(AplN—l) ) = Ok, +4CVe)

der k€ er slik at ®(k€) = €,

Under utviklinga av (5.5), har vi gjort bruk av (5.3), (5.4) og kjennskapet
til at normalfordelinga er grensefordeling til den binomiske fordelinga.

Derfor far vi ! > = -k .
erfor far vi at kr e kl_8 k8

N
11 = 922 = Pl, far vi fra (5.4) at

Sidan p

1
3 -1
(P11Py)) " = Py 5™ 7
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Dette gir vidare for styrkefunksjonmen (5.2) til ¢1

Bdygs Py = Ok + 40)
Pittmanneffesiensen er da gitt ved likninga

ok, + 4CVe) = <I>(k€ + 4C).
Vi far derfor

*) = 1im — =
e(¢1’¢1) llm l.
N->co
Dette vil seie at testane ¢1 og ¢; er asymptotisk ekvivalente.
Sidan e = 1, vil vi kunne f& viktig tilleggsinformasjon om effekti-

viteten til dei to testane ved & studere deffesiensen

og den asymptotiske deffesiensen

d = lim dN

N->c0

Desse omgrepa blei innfg¢rte av Hodges, J.L. & Lehmann, E.L. (1970). Dersom
e # 1 har vi dy = (1-e)N og dermed ville ytterligare informasjon fra dy
bli lite avsl¢rande. Om vi som ovafor har at e = 1, da kan dN vere alt fréd
o(l) til o(N). I dette tilfellet vil derfor den informasjon dN gir om for-
skjellen i effektivitet eller prestasjonsevne mellom dei to testane vere
meir avslg¢rande.

For & skaffe oss informasjon om dN’ treng vi eksakte utrekningar av
styrkefunksjonane for dei to testane. Da dette blir relativt ressurskrevjande
for Fisher-Irwins test (¢l), har vi funne det naturleg & ta i bruk eksister-
ande resultat om eksakte styrkeutrekningar for den to-sidige utgdva av Fisher-
Irwins test. Nedafor vil vi derfor gi ei samanlikning av dei to-sidige ut-
gdvene av testane ¢1 og ¢I, som altsd er testmetodar for & teste hypotesen
P = %— mot alternativa pl # %u Analogt med resultatet ovafor finn vi av
symmetrigrunnar at Pitman-effesiensen er lik 1, ndr problemet er & teste
P = %- mot pl<-%. Styrkefunksjonane til dei to-sidige utgdvene av ¢1 og ¢I

blir da summen av styrkefunksjonane til dei tilsvarande to ein-sidige testane

med nivd €/2. Vi fir derfor at Pitman-effesiensen for den to-sidige utgava.
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¢2 av ¢Y med omsyn p& den to-sidige utglva, ¢; av ¢I; blir 1lik 1.

Av grunnar som nemnt tidlegare, vil det vere informativt & studere
deffesiensen for ¢; m.o.p. ¢2. For & tabellera deffesiensen dN for ulike
verdiar av N, treng vi eksakte styrkeutrekningar for dei to testane. Sidan
begge testobservatorane er diskret fordelt, md vi innféra randomisering for
& oppnd rett niva.

Testen ¢2 er definert ved

.1 narx_. <k, (X

X
11 <k (B %) eller

X
¥ K& F)

X

P2, N1 ) o i=1,2

=4 T nar X

i

= X X
ki( 1+7 +1

11

~0 nar k, X

1 %1% <F

X
11 Sk )

4

der kl, kz, Yl og Yz er gitt ved dei to likningane
By 0y N KoK ) R ,p) = e
E (X ¢2’N(X11,X1+,X+l)]x1+,x+1) = eE.X -

H11

Vi finn da for styrkefunksjon til ¢2

By = By nEppoX X))

)

mln(x1+,x

N N +1
= izo 'Eo Z=0 ¢2’N(x11,1,3)f(x11,1,J)
J %1
der
2 2
- (=)
P
og
X N- x X
1+ + 11
(¢ I

c x ) = A1 17
11°71+4° 7+1 min(xl+,x+1) < N-% ]

> ('1+) ( 1+)A

3=0 i Xq7d

f(x

Tabell A i Harkness & Katz (1964) inneheld eksakte utrekningar av B(¢ A) med

2N’
nivad € = 0.05 for ulike verdiar av A ndr N = 10, 20, 30, og er gitt att i

tabell 1 nedafor.




Testen ¢; er definert ved

1 nir v < c eller v > M-c

*x
¢, (V) = Yy ndr v = c eller v = M-c
2,M
0 nar c < v-< M-c

der c og Y er gitt ved likninga
*
€ = EH¢2,M(V) = 2PrH(V§p-l) + 2yPrH(V—c)

dvs. Y er gitt ved

e/2 - PrH(pr-l) el2 - BM(c-l,%)
‘Y = — = = .l. — — l
PrH(Vip) PrH(Vic 1) BM(c,z) BM(c 1,3)

e

t
M
der B (t,}) = 1/2 3 (Ef).
- v=0

¢ vert fastsett som den storste verdi slik at
B, (c-1,1) < gf2.
M —

Dei to randomiseringssannsyna Y, 08 Y, vert like for denne testen, fordi

V er symmetrisk fordelt omkring M/2 nar P, = 1/4, dvs.
PrH(V<M/2—v) = PrH(V>M/2+v).
Styrkefunksjonen til ¢Z blir da

B(OS \Py) = Edy (V) = 203 | (V)g(v)
b y v b

c-1 M-c
Tgv) + (1- Z g(v) ) + y(gle) + gM-c) )
v=0 v=0

BPI(C-]-’pl) + ]-_BM(M_l’pl)

<+

Y[BM(C:P]_) + BM(M‘C,Pl) - BM(C—lspl) - BM(M_C-]-aPl)]

der g = C)2p¥a-2p"Y

og t
BM(t,pl) = VEog(V)-




verdiar av M og P;-

Med niva €
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= 0.05 har vi rekna ut

Utrekningane er gitt

B(oF

2,M°P1

i tabell 1.

) eksakt for ulike

Tabell 1. Styrken til Fisher-Irwins test (¢2) med N observasjoner saman-
likna med styrken til NP-testen (¢;) med M observasjonar.
Nivaet € = 0.05.
N =10

: - - x -
Alternativ Ry styrken ¢2,N styrken ¢2,8 ¢2,10
P, A M=7 M=8 N=10
.025 0.1 .779 .852 .801 .051
.050 0.2 .595 .688 .647 .041
.075 0.3 445 .532 497 .035
.100 0.4 .325 .394 .365 .029
.125 0.5 .232 .280 .258 .022
.150 0.6 .161 .192 .176 .016
.175 0.7 .110 .127 .118 .009
.200 0.8 .076 .083 .079 .004
.225 0.9 .056 .058 .057 .001
.250 1.0 - .050 .050 .050 0

N =20

: * = - F
Alternativ R styrken ¢2,N styrken ¢2,18 ¢2,20
R M=16  M=17  M=18  M=19  N=20
.025 0.1 .996 .999 .999 .999 .998
.050 0.2 .958 .978 .978 .983 .975
.075 0.3 .858 .902 .903 .919 .899
.100 0.4 .702 .760 .761 .787 .758
.125 0.5 .522 .576 .577 .606 .577
.150 0.6 .352 .391 .392 415 .392
.175 0.7 .215 .237 .238 .252 .239 -.001
.200 0.8 .121 .130 .130 .137 .131 -.001
.225 0.9 .067 .069 .069 .071 .069 -.001
.250 1.0 .050 .050 .050 .050 .050
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N = 30

) * * -
Alternativ ¢2,M styrken ¢2’N—styrken ®2,28 ¢2,3O
P, A M=26 M=27 M=28 M=29 N=30 '
.025 0.1 1.000 1.000 1.000 1.000 1.000 0
.050 0.2 .998 .999 .999 .999 .999 0
.075 0.3 .978 .984 .986 .988 .985 .001
.100 0.4 .901 .921 .924 .933 .923 .001
.125 0.5 .746 .776 .781 .797 .781 0
.150 0.6 .536 .566 571 .588 .571 0
.175 0.7 .328 .348 .351 .364 .352 -.001
.200- 0.8 .170 .179 .180 .187 .181 -.001
.225 0.9 .078 .081 .081 .083 .091 0
.250 1.0 .050 .050 .050 .050 .050 0

Tabellen ovafor gir opphavﬂtil folgjande tabell for deffensiensen
dN =N - rN.

Tabell 2. Deffensiensen til Fisher-Irwins test (¢2) relativt til V-testen

(43

N =10 N =20 N = 30

2.40 f_dN_i 2.70 1.86 < dN_ﬁ 3.33 1.86 < dN-i 4.00

Ved & nytta Fisher-Irwins test fir vi i tillegg til eit tap pa 2
observasjonar h¢gst eit styrketap pad 0.051, 0.004, 0.001 for N lik respektive
10, 20 og 30.

P& grunnlag av resultata ovafor kan vi sld fast at bruk av Fisher-
Irwins test i 2x2-tabellar der vi har apriori kunnskap om fenomenet som
vert unders¢kt, medfgrer eit lite effektivitetstap. Eventuelle spesifika-

sjoner av parametrane i ein 2x2-tabell, ndr vi skal studera uavhengigheit

eller relativ symmetri, vil altsd vere lite vinstgivande.
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6. Dei sentrale omgrepa i 2x2-tabellar uttrykt ved parametrane i den log-
linezre modellen

Log-linear analyse av tabellar er grundig handsama av Haldorsen, T.
(1977b). NA&r det gjeld inferensproblem, tolkning av parametrane, osv. i
samband med log-linear modellar, s viser vi til denne publikasjomnen.

I dette kapitlet skal vi omtale korleis dei viktige omgrepa fra kapittel 3
kan uttrykkast ved parametrane i den log-linezre modellen.

Den log-linezre modell er definert ved
log pjj = ut ul(l) + uZ(J) + ulz(l,J), i=1,2; j=1,2

der

;ul(l) = Z.:uz(J) = O,;ulz(lﬁj) = ;ulz(l’J) = 0‘

1 ] 1 J
u gir uttrykk for ein gjennomsnittseffekt. u, og u, kan vi tolke som
hovudeffektar for respektive variabel A og variabel B, medan u, uttrykker
samspeleffekten mellom A og B.

Som i kapittel 2 ser vi pa observasjonane i 2x2-tabellen som
resultat av ei multinomisk fors¢ksrekke. Vi far da for parametrane i den

log-lineare modellen
u ='£(log p,,+log p, +log p,.+log p,,) = log p
4 11 12 21 22 .

.y _ 1 _
ul(l) = 2(1og pi1+10gp12) u = log

.y _ 1 o
uz(J) = 2(log plj+1og p2j) u = log %;—-,

P
ey _ . oy - ij
ulz(l,J) log pij Ul(l) uz(J) u log -
1.
der
. 2 2 /4 _ 2 1/2
p..= (I MTp..) , p. =(CIp,.) , p_.
i=1 j=1 ! ' j=1 H ]
og
pij = Pr(AiﬂBj).
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Ved & nytte definisjonane i avsnitta 3.1., 3.2. og 3.d., far vi

(1) wuavhengigheit viss og berre viss ulz(i,j) = 0.

(i1) symmetri viss og berre viss
. . .oy . ; . . .-
u (1) *+ uy () + w355 = u () + uz(l) *u,(G,1), 1Fj.

I ein modell med symmetri har vi derfor

() = uy(d) og u,(i,3) = u,(3,i), i,

(iii) relativ symmetri (3.6) viss og berre viss

u,(§) = 0, j=1,2.

(iv) relativ symmetri (3.7) viss og berre viss

ul(i) =0, 1i=1,2.

Dei generelle metodane som er utvikla for analyse av parametrane i
log-line®re modellar, er asymptotiske og dessutan avgrensa til & gjelde
for hierarkiske modellar (sj& f.eks. Haldorsen (1977b) ). Vi kan derfor
ikkje nytta ECTA (program som er i bruk i Byrdet) til f.eks. & studere

samspelet u 2 under ein modell med relativ symmetri, medan dette let seg

1
gjere ved hjelp av resultata fra kapittel 2.

I kapittel 5 studerte vi samspelet under modellen (p11=p22, p12=p21)
ved hjelp av to ulike metodar. Denne modellen uttrykt ved dei log-lineare

parametrane blir

u, (1) = u,(j) =0,
dvs.

log pij =u + ulz(i,j)
der

?ulz(l,J) = §u12(l’J) = 0.

Modellen er derfor ikkje hierarkisk, og dermed kan heller ikkje ECTA

nyttast som verkt¢y til & analysera samspelet Up,-
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Vedlegg 1. Analyse av 2x2-tabellar ndr observasjonane er Poisson-fordelte

I kapittel 2 sdg vi p& 2x2-tabellen som resultat av ei multinomisk
forsgksrekke. Utvalsstorleiken N var fast. Sidan vi i Statistisk Sentral-
byrd nyttar register for trekking av utval, vil utvalsstorleiken vere fast-
sett pa fgrehand. Innafor ei rekkje forskningsmilj¢ (f.eks. medisin) har
ein ikkje denne f¢remonen. Observasjonane blir som oftast henta inn pd ein
slik mdte at ogsd den totale utvalsstorleiken er ein stokastisk variabel.
Hvis vi plukkar ut ein tabell frd eit st¢rre materiale, kan vi ogsd i
Byrdet komme i den situasjonen som er omtala ovafor. Vi ser da pd obser-
vasjonane frad kvar av cellene i 2x2-tabellen som uavhengige Poisson-for-

delte variable. Vi far altsid tabellen

B, B, | suM
SR RSTE RSP RS
RS SE R ST R S

s | X, |X, |X,

der Xij ~ Poisson (kij), i=1,2; j=1,2.

Xij blir sett pd som eit mil for den intensitet AinBj opptrer med. Vi far

da for simultanfordelinga til X-ane

X, .
22 M- T
]. = . =
W Ern @m0 = 10T e )
1i,] 1i=1 j=1 "ij

Modell (2.1) i kapittel 2, kan vi sj& pd som ein betinga Poisson-modell
gitt X, ,+ Vi finn da for Pij = Pr(AiﬂBj) uttrykt ved parametrane i Poisson-
modellen (1)

A..
=—l— = . 3=
pij x++ s 1=1,2; j=1,2
der
2 2
X++ = I I ...

i=1 j=1 1J




2 )
La._f>vere fordelingsklassen definert ved (1). f” er eksponensiell

sidan vi for einkvar P Eﬁ har at

) (2) dP = (exp(4-},) )(exp(.é .% xijlogxij) ) dp,
i=1 j=1
der PO er sannsynfordelinga svarande til K11 = le = k21 = X22 = 1.
La
(3) eij = log Aij’ i=1,2; j=1,2
dvs.
kij = exp(eij), i=1,2; j=1,2.

- 0P = 1
La % (), 6 (611,612,621,622) .

Avbildinga P —> 6(P), P EJD, er ein-eintydig og dim é; = 4. Dette gir
at parametriseringa {PB : QGQD} gitt ved

2 2

4 dP, = a(f) ex r Iz, 0.)dp

4) 0 =@ e I T 0y a5
2 2

der a(®) = exp(4- X I exp(6..) ),
. . ij
i=1 j=1

er minimal kanonisk representasjon av ja.

Sidan () = R4, er (:) ei open mengd. Vi har derfor at den

eksponensielle fordelingsklassen ja er reguler. Som i kapittel 2 skal vi
avgrense oss til 4 unders¢ke regulare hypotesar jO' Vidare ¢nskjer vi &
studere problem som er definert ved ein parameter, Y. Dette kan vi gjere

ved & studer Yy gitt ved
(5) Yu + v = BO

der Y ER, 6 € C), B er ei rx4 matrise med rang r; r=1,2,3,4, uogvVv

vektorar med dimensjon r og u # O.

Dette vil seie at jg = j?

YE H, der 7 er definert ved

»B’ Y,B
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j% B = {PG : B8 = v + yu}l ,

er affin og dermed reguler.
Vi kan derfor nytte Setning 1, som gir eksistensen av 0.A.S.S.

A, A

mot respektive A 20 B3

testar med niva € for a teste Hl’ HZ’ H3 og H4

og A4. Hj og Aj’ j=1,2,3,4 er definert i kapittel 2.

1,

Vi skal no etablere testar for hypotesen Y = 0 mot alternativay > O,

dvs. problem av typen Hl’ Al. Ved a setje inn for Xyy = x++"x11—x12-x21
og (5) i (4) far vi '
3
(6) dP, = a(8) exp (Y(B)T(x) + I ©.(8)Y.(x) )dP..
o] j=1 1 i 0
Funksjonsformene til v, Tl, 72, I3 og dermed til T, Yl’YZ’YB

kjem fram ved fastsetjing av B, v og u. Analogt med Setning 2, gir teorem

3 (kap. 4}, Lehmann (1959),

Setning 3. La X ha fordeling gitt ved (1) og la Y vere gitt ved (5). For
4 teste H: y=0 mot A : Yy > 0 sd eksisterer det ein overalt sterkaste

styrkerett (0.A.S.S.) test 8§ med nivd €. Testen er definert ved

1 hvis T(x) > k(yl,yz,y3)

S(x) = U hvis T(x) k(yl,yz,y3)

0 hvis T(x) < k(yl,yz,y3)

der k og U er gitt ved

EH(S(X) lyl’yZ,Y3) = €.

Om vi ¢nskjer & studere uavhengigheit i tabellen under modellen (1),
kan vi gjere dette ved & teste hypotesen Y = 0 mot alternativa vy > 0, der

Y er gitt ved

A

1122
Y = log CX——X—-)
12721
dvs.
Y =296 + 6 -0 -0

11 22 12 21°
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I denne situasjonen blir derfor
B= (1, -1, -1, 1), v=0, u=l

og vi far for (6)

7 dPg = a(®) exp(xy y+x) 0, 4x 0y +(x, =x) =x,,)8,,)dB, .

Dermed gir Setning 3 at testen som forkastar H : Y = O mot A : Y > 0 nar

X, > kX

11 )

1+’X+1’X++

er 0.A.S.S. test med nivd €. k vert fastsett slik at

m1n(x1+,x+1)
B gGlxy o Hox )+ uglefxy bx ox ) = ¢
j=k+1
der X X, -X
+ ++ T4
HTh
g |5 ox o x ) = L L+
111+ 7+12 T ++ X
++
)
1+
og 0<u=xl.

Prosedyren blir altsd den same som den vi utvikla for uavhengigheit
ikap. 3.1. For & teste symmetri og relativ symmetri under modellen (1),
far vi tilsvarande at prosedyrane i respektive kap. 3.2. og kap. 3.3. kan

nyttast. Styrkefunksjonane til testen under dei to ulike modellane blir

naturlegvis ikkje like.
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Vedlegg 2. Tre-desisjonsproblem

Den klassiske hypotesepr¢vingsteorien omtalar metodar for val
mellom to avgjerder; enten & forkaste eller ikkje & seie noko. Det er
slike situasjonar vi har handsama ovafor. For mange situasjonar i samband
med tabellanalyse, vil det vere naturleg & formulere problema som tre-
desisjonsproblem. Som ovafor (kap. 2 og kap. 3) skal vi studere parameteren
Y. Vi ¢nskjer & avgjere ndr y < 0 eller > 0 , dvs. vi har val mellom tre

avgjerder (desisjonar):

Al = pdstd y < 0, A, = pdstd y > 0, Ay = ikkje seie noko.

La observasjonsmaterialet X ha fordeling P, der P E,fDEr gitt ved

(2.1). Vi definerer no den statistiske metode Y ved

wi(X) = betinga sannsynet for & velje Ai gitt X,

3
der X wl(X) = 1.
i=1

Vi skal leggje f¢lgjande krav pd metoden:

(i) Niv8et skal vere €, dvs. sannsyna for feilaktig & pdstd y < 0 og

feilaktig & pastd y > 0 skal vere he¢gst €.

Ep¥y (X)

A
™

nar y > 0.
Esz(X).ﬁ € nar y < 0.

(ii) Prestasjonsrettheit, dvs. sannsyna for rett utsegn skal vere minst €.

EPwl(X)'z € mnar vy < 0.

EP¢2(X) >e ndr Y > 0.

Blant alle y som tilfredsstiller (i) og (ii), ¢nskjer vi & finne ein

U som maksimerer EPwl(X) for v <0 og EPwZ(X) for vy > 0.
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3
Dersom vi ser bort i frd kravet I wl = 1, har vi i r¢ynda to

separate to-desisjonsproblem om & finne =1 to overalt sterkaste styrkerette
testar wl og wz. I kap. 2 og kap. 3 har vi etablert 0.A.S.S. testar som

er slik at wl + yz_g 1 for alle X. Vi set difor W3 =1 - wl - wz og har
dermed oppnddd desisjonsreglar Y som er best blant alle prestasjonsrette
desisjonsreglar med niva €.

Vi har den situasjonen som vart omtala i kap. 3.2., men ¢nskjer no a
studere "symmetri" formulert som tre-desisjonsproblem. La wl og wz vere
definert som ovafor. Da kan vi sji pa b, som ein test for hypotesen y < 0
mot alternativa y > 0. Ikap. 3.2. etablerte vi ein 0.A.S.S. test for dette
problemet. Den gikk ut pd & pdstd Yy > O dersom X12 > kl(W). Tilsvarande
kan wl bli oppfatta som ein test for hypotesen y > 0 mot alternativay < 0.
Analogt med wz, finn vi at wl som forkastar hypotesen nar X12 < kz(W) er
0.A.S.S. test. Ved & la ¢3 =1 - wl - wz, har vi at desisjonsregelen |y definert
ved wl, wz og w3 er den beste blant alle prestasjonsrette desisjonsreglar
med niva €.

I praksis vil vi bruke desisjonsregelen pd f¢lgjande mate:

Vi pdstdr y < 0 eller vy > 0 alt ettersom

X9
GZ(X12]W) = I gz(jIW) < g,
3=0
eller
X571
G, (X ,=1]W) = jzo g,(ilW) > 1-e.

Eksempel 6. Fra Upton, G.J.G. (1978) har vi

Tabell 6. Personar med stemmerett klassifisert etter kategoriane stemde
konservativ (K) - stemde ikkje konservativ (K), ved parlaments-—
vala (Storbritannia) i februar 1974 og oktober 1974.

Okt. 1974 =

K K Sum

Feb.1974
K 275 46 321
K 52 523 575

Sum 327 569 896
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Tabell 6 er frd eit panel-utval p& 896 personar. For kvar av
personane i utvalet har vi opplysningar om stemmegivinga ved dei to vala.

Vi ¢nskjer & studere "symmetri" ved hjelp av den tilnzrma utgdva (sja

kap. 4) av tre-desisjonsregelen som blei presentert ovafor. Vi krev nivaet
€ = 0.05 og finn G,(46]W) = @(-0.51) = 0.305 (G,(45[w) = &(-0.61) = 0.271).
Vi kan altsd verken pastd y < 0 eller y > O.

Nar samfunnsvitarar skal studere endringar frd eit val til eit anna,
vil dei ofte sj& pa utfallet av det f¢rste valet som gitt. Dei vil dermed
sjd pa eventuelle endringar i relasjon til resultata frad det fo¢rste valet.
Dette kan vi f& gjort ved & studere '"relativ symmetri" (3.6) ved hjelp
av den tilnerma utgdva (sj& kap. 4) av den optimale tre-desisjonsregelen.

Vi krev nivdet € = 0.05 og finn G3Q75|X ) = &(-2.32) = 0.010.

L
1+’
. (-] o > . Q
Vi kan derfor pasta p12/p1+ p21/p2+, dvs. det relative talet pa overgangar
frd konservative til ikkje-konservative er stg¢rre enn det relative talet

pa overgangar frd ikkje-konservative til konservative.

Vedlegg 2 er stort sett utdrag frd Sverdrup (1976) og (1979).
Tre-desisjonsproblemet i relasjon til klassisk hypotesepr¢ving er blitt

grundig handsama i desse to publikasjonane og i Sverdrup (1977).
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