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Fibonaccirekken i gkonomifaget’

Fibonaccirekken er en myteomspunnet tallrekke. Fasinasjonen for denne rekken skyldes

blant annet at den nesten har en «universell» anvendelse og blir koblet til arkitektur, kunst,

musikk samt en rekke fenomener i naturen. I denne artikkelen vil vi belyse hvordan en gene-

ralisert Fibonaccirekke pa to méter kan kobles til gkonomifaget. For det {orste kan den kobles

direkte til pkonomiske teorier, som for eksempel en sentralbanks rentesetting, konsument- og

investeringsadferd. For det andre kan den brukes som méleinstrument for a tallfeste okono-

miske parametre.

KANINBESTAND GIR OPPHAV TIL TALLREKKE
Fibonaccirekken er oppkalt etter matematikeren Leonardo
Pisano Bigollo (1170-1250), ogsd kjent som Leonardo
Fibonacci. Han blir regnet som den fremste europeiske
matematikeren i middelalderen. Hans viktigste verk var
boken som omhandlet tallteori, Liber Abaci, hvis formaél
var 4 demonstrere at det indiske tallsystemet var bedre
enn det romerske. Han viste i denne boken hvordan titall-
systemet blant annet kan brukes til en rekke okonomiske
anvendelser, som for eksempel rente-, profitt- og valutabe-
regninger.

Det han i ettertid skulle bli mest kjent for var rekken han
brukte til & beskrive utviklingen av kaninbestanden i et
hypotetisk eksperiment: I den forste maneden blir det fodt
et par med kaniner. Hvis vi antar at det tar en maned a bli
kjonnsmoden og at i hver maned vil hvert kjgpnnsmodent
kaninpar produsere et nytt par med kaniner, sa vil det i

! Takk til Terje Skjerpen, Adne Cappelen, Pal Boug og Samfunnsokonomens
konsulent for nyttige tilbakemeldinger.

10 // SAMFUNNSOKONOMEN NR. 2 2013

den andre méneden veaere 2 par med kaniner. I den tredje
méneden vil det forste paret med kaniner igjen produsere
et nytt kaninpar og det vil da veare totalt 3 par med kani-
ner. I den fjerde maneden vil paret med kaniner som ble
fodt i den andre méneden ogsd veere kjonnsmodent slik
at det i denne médneden blir produsert 2 par med kaniner.
Totalt er det 5 kaninpar i den fjerde maneden. Utviklingen
av kaninpar folger det mgnsteret som vi i dag kjenner som
Fibonaccirekken (F ):

0,1,1,2,3,5,8,13, 21, 34, 55, 89,....,

hvor «...» indikerer at rekken fortsetter i det uendelige og
folger samme menster som de foregéende tallene. Det er
ikke opplagt hva dette mensteret er, men ved naermere
inspeksjon vil leseren kunne bekrefte at hvert tall i rekken
er summen av de to foregdende tall:

F=F ,+F

n-1°
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med startverdier F, = 0 og F, = 1. Med andre ord, i maned
n vil det totale antall par med kaniner veere summen av
antall kaninpar i forrige maned (n-1) og antallet nyprodu-
serte kaninpar, dvs. antall kaninpar i maned (n-2) ettersom
det tar en méned & bli kjonnsmoden.

Fibonaccirekken har blitt kjent fordi den er pastétt & dukke
opp i en rekke fenomener observert i naturen. Blant annet
sd skal rekken innga i beskrivelsen av bolger, luftdynamikk
og bladstilling hos planter. Innenfor matematikken er det
vist at Fibonaccirekken kan brukes til 4 beregne tallet =,
se f.eks. Castellanos (1986). Det er ogsé en tett sammen-
heng mellom Fibonaccirekken og et annet tall kjent som
det Gylne snitt. Det gylne snitt, ofte representert med den
greske bokstaven fi (¢), er gitt ved:

V5

¢=1+_

=~ 1.618.
2

Sammenhengen med det gylne snitt og Fibonaccirekken
kan sees ved 4 la forholdet mellom to péfolgende tall i
Fibonaccirekken vere en ny rekke. Det vil si, vi definerer
rekken H = F /F , hvor de forste elementene er gitt ved:

o1, 1A, 12, 2/3,  3/5,  5/8, 8/13, 13/21, 21/34, 34/55, ...

=0, 1, 500, .666...,.600, .625, .615...,.619..., .

Denne rekken gar mot den inverse av det gylne snitt,
¢ = .618.

I likhet med Fibonaccirekken er ogsd det gylne snitt
koblet til en rekke fenomener i naturen. Det blir blant
annet hevdet at man kan finne det gylne snitt i syklusen
til hjernebolger (Weiss og Weiss, 2003) og at det dukker
opp i frekvensen til arvestoffets byggestener (nukleotider)
(Yamagishi og Shimabukuro, 2007).

Det gylne snitt er ikke bare spesielt pa grunn av hvordan det
har blitt observert i en rekke naturfenomener. Matematisk
er tallet ogsd meget interessant da det for eksempel inne-
har egenskapen at kvadratet av tallet er lik ¢ + 1 og at den
inverse av tallet er lik tallet fratrukket 1: ¢p' =¢p — 1

FOLK RESPONDERER PA INSENTIVER

Det sies at gkonomiske teorier kan oppsummeres i fire ord:
«Folk responderer pé insentiver». @konomiske modeller
setter dette utgangspunktet inn i en matematisk form.
For eksempel vil preferansene til en okonomisk aktor
kunne vare representert gjennom en funksjon f(z), hvor
Z Tepresenterer en vektor av variabler i periode t som den
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pkonomiske aktoren har et forhold til. Det kan for eksem-
pel vare arbeidsledighet, konsum, fritid og renteniva.
@konomisk teori tar eksplisitt innover seg at pkonomiske
aktorer har preferanser ogsa over hva som skjer fremover
i tid nar de tilpasser seg. I denne forbindelse kan det veere
nyttig & dele z inn i to typer variabler: en kontrollvariabel
u, som akteren har rdderett over og en tilstandsvariabel x,
som antas a fplge den linesere sammenhengen:

(1 x,,,=Ax +Bu,.

Kontrollvariabelen kan i dette systemet aktivt brukes for 4
pévirke verdien av tilstandsvariabelen i neste periode. For
eksempel, hvis A = 1 og B er positiv vil en heyere u, i dag
resultere i en hoyere verdi pa tilstandsvariabelen i morgen
(x,.). At aktoren tilpasser seg over tid kan da represente-
res med en veid sum av f(x,u) i dag ogi T —1 perioder i
fremtiden:

T-1
@ YA,
t=0

hvor 0 < <1 er en diskonteringsfaktor. Dette kriteriet
blir ofte benyttet innenfor makrogkonomiske modeller
(Ljungqvist og Sargent, 2004) og kan for eksempel reflek-
tere profittfunksjonen til en bedrift, nyttefunksjonen til
en (representativ) husholdning eller tapsfunksjonen til en
sentralbank.

@konomiske systemer vurderes gjerne i forhold til en like-
vektssituasjon. Vi antar at det eksisterer en verdi pa kon-
trollvariabelen i som gir en slik likevekt &. Selv om syste-
met initialt begynner utenfor likevektstilstanden, antar vi
at systemet nar likevektstilstanden i siste periode T:

3) X, =X

Likevektstilstanden er kjennetegnet ved to egenskaper. For
det forste er tilstanden konstant og for det andre er tilstan-
den optimal. Hvis systemet starter i likevektstilstanden er
det optimalt & bli veerende i likevektstilstanden i alle tids-
perioder. Med optimalitet menes den verdien pa kontroll-
variabelen som minimerer kriteriet (2) for en gitt initialtil-
stand x,, prosessligningen (1) og betingelsen at likevekten
skal nds i siste periode (3). Selv om dette dynamiske opti-
meringsproblemet er deterministisk, dvs. at det ikke er
usikkerhet om tilstanden til det gkonomiske systemet, sa
vil metoden vi bruker i denne artikkelen ogsa gjelde for

problemer hvor slik usikkerhet er tilstede (Levine mfl.,
2008).
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Den optimale verdien pd kontrollvariabelen, enten den er
gitt ved en investeringsfunksjon, en konsumfunksjon, en
renteligning eller en annen gkonomisk respons, kan skri-
ves som en funksjon g av tilstanden x;:

4 u, = g(x).

At den optimale kontrollfunksjonen avhenger av tiden
skyldes i dette rammeverket at aktoren kun forholder seg
til et endelig antall tidsperioder. For eksempel vil hvor
mye man onsker a konsumere i dag avhenge av om man
har 100 &r igjen 4 leve eller om man kun har 4 4r igjen &
leve. Hvis derimot kriteriet (2) hadde summert seg over
et uendelig antall tidsperioder ville den optimale kontroll-
funksjonen ha veert tidsinvariant. En annen egenskap ved
kontrollfunksjonen er at den avhenger blant annet av sys-
temet den gkonomiske aktgren mé forholde seg til (1) og
preferansene til aktoren (2). Skulle det vere slik at syste-
met ble endret, for eksempel som folge av nye skatteregler
eller andre intervensjoner fra myndighetenes side, vil fol-
gelig ogsa den optimale kontrollfunksjonen endres.? Vi har
med andre ord avgrenset oss til en mer presis matematisk
fortolkning av den noe mer loselige beskrivelse av gkono-
mifaget: «Folk responderer pd insentivers.

KOBLINGEN TIL @KONOMIFAGET

Veien fra at Fibonaccirekken skal kunne forklare en myri-
ade av naturfenomener til at det er en kobling mellom
Fibonaccirekken og gkonomiske modeller er ikke lang.
Naturfenomener, som bglgebevegelse og luftdynamikk,
kan sees pd som prosesser som velger minste motstands
vei gitt de rammene som omgir dem. Litt loselig kan man
derfor si at de representerer en optimaliserende prosess.
Ettersom gkonomiske modeller ogsa representerer optima-
liserende prosesser ville det ikke veere unaturlig om det
var en kobling mellom Fibonaccirekken og gkonomisk
teori. Vart utgangspunkt er i denne sammenhengen den
optimale kontrollfunksjonen u, = g(x,). For & gjore proble-
met handterbart forholder vi oss fra né av til den linezre
approksimasjonen:

(5) u =i+ g()(x - %)

Approksimasjonen er gjort rundt likevektstilstanden og
uttrykket ¢(X) representerer verdien i likevektstilstan-
den til den deriverte av kontrollfunksjonen. Det er dette
uttrykket som kan kobles til Fibonaccirekken. Dette viser
vi best med et eksempel:

2 Denne erkjennelsen er utgangspunktet for Lucas kritikken, se Lucas (1976).
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Brock-Mirman modellen, en modell som ofte er brukt
i makropkonomiske lereboker’, tar utgangspunkt i en
representativ husholdning som maksimerer sin egen nytte
gitt okonomiske beskrankninger. Det totale antall goder
(y,) blir produsert ved hjelp av kapital (x) som innsatsfak-
tor i produksjonsprosessen, her representert ved en Cobb-
Douglas teknologi:

6) ¥, = x5

I en lukket pkonomi vil det som blir produsert enten bli
konsumert (c) eller investert (u), slik det er definert i
okosirken:

) Y, =C +U,.

For 4 gjore problemet lett gjennomskuelig antar vi at kapi-
talen depresierer fullt ut, mao., neste periodes kapitalniva
vil derfor vaere lik investeringsnivéet i innevaerende peri-
ode som i Ricardos sikornsmodell:

(8) an = ur'

Med de tre sammenhengene (6) — (8) som utgangspunkt,
samt et initialt kapitalniva (xo), maksimerer den represen-
tative husholdningen en neddiskontert sum av nytte:*

©  YpinG).

Folgende parameterverdier er valgt: f = 1, y = a' og
o =1-¢". Med disse parameterverdiene vil likevektstil-
standen vaere X = 1. Valget av parameterverdier er gjort i
pedagogisk gyemed slik at problemet blir enklere & for-
holde seg til. Vi vil senere vise hvordan lgsningen foran-
dres ved valg av andre parameterverdier.

Med Brock-Mirman modellen som utgangspunkt kan
redegjore for koblingen til
Sammenhengen mellom den optimale responsen til
den representative husholdningen og Fibonaccirekken
er at uttrykket g(x) folger monsteret til forholdet mel-
lom to pafelgende Fibonaccitall H . Mer presist, nar vi
setter inn for likevekststilstanden X = 1 og i = 1 sd kan

man Fibonaccirekken.

3 Se for eksempel s. 89 i Ljungqvist og Sargent, (2004).

" Dette problemet kan skrives om til den mer generelle formuleringen (1)-(3)
ved d sette (6) og (7) inn i kriteriejurrﬁisjonen (il husholdningen. Optimer-
ingsproblemet blir da & minimere — Zﬂlln (x"—u) gitt (8) og (3), hvor

minustegnet skyldes at vi omgjor pré)?)ciemetfra et maksimerings- til et

minimeringsproblem.
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kontrollfunksjonen (5) skrives som (se ligning (14) i von
Brasch mfl., 2012):
(10) u =1+ (1- HZ(T—t))<X1 -1).

Selv om rekken H er definert tidligere, s& skriver vi den opp
en gang til for & tydeliggjore hva indeksen 2(T-t) indikerer

H, =0,1,.500, .666...,.600, .625, 615...,.619..., .617..., .618..., ...

Slik indeksen er definert, ser vi at begynnelsen av rekken
beskriver adferden nar man nzermer seg endepunktet T.
For eksempel, i den siste perioden man kan kontrollere
systemet, t = T-1, vil rekkens verdi vaere H, = H, = 1.
I den nest siste perioden, t = T-2, vil rekkens verdi vere
H,, ,=H,-= .606...., osv. To-tallet i indeksen sorger derfor
for at man velger annet hvert tall i rekken (markert med
fet skrift).

Hvorfor man ikke kan velge hvert tall i rekken H, kan man
f4 en intuitiv forstaelse av ved 4 sammenligne tilpasningen
til den representative husholdningen med hvordan rekken
utvikler seg. Rekken har en hakkete utvikling. Forst gar
den fra O og opp til 1, sd ned til .5, derfra opp til .666...,
og deretter ned til .600. Opp og ned, opp og ned! Ved 4
velge annethvert tall i rekken, fjernes denne hakkete utvik-
lingen, og man star igjen med en rekke som starter pa 1
og som utvikler seg i et jevnt menster mot den inverse av
det gylne snitt. Hvis en rekke skal tilknyttes tilpasningen
til en representativ husholdning vil en naturlig egenskap
veere en jevn utvikling. Den representative husholdningen
i Brock-Mirman modellen avveier & konsumere i dag mot &
konsumere i fremtiden. Slik nyttefunksjonen er formulert,
vil konsumet tilpasse seg jevnt over tid. Med andre ord,
ved & velge annethvert tall i rekken H sorger vi for at vi
far en ny rekke som ivaretar husholdningens onske om 4
glatte konsumet over tid.

I Brock-Mirman  eksempelet viste vi hvordan
Fibonaccirekken var en del av den optimale kontrollfunk-
sjonen. Det kom imidlertid ikke klart frem hvor generelt
dette resultatet er. En dpenbar innvending er at kontroll-
funksjonen (10) virker & veaere uavhengig av bade kriteri-
efunksjonen og det pkonomiske systemet. Den tar tilsy-
nelatende ikke hensyn til hvordan «folk responderer pa
insentiver». Hvis det for eksempel skulle skje en endring
i produksjonsteknologien i Brock-Mirman modellen, som
folge av at parameteren y endrer seg, vil dette pavirke den
optimale kontrollfunksjonen.
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For & koble Fibonaccirekken til gkonomiske modeller
mer generelt, md vi definere det vi kaller en generalisert
Fibonaccirekke:

=aF  +b

n+2 n+l

11y F

n+2" n’

med initialverdi F| = 0 og F| = 1. Parametrene a og b, , er
i denne rekken koblet til de strukturelle parametrene i hele
den okonomiske modellen. P4 denne maten tar den gene-
relle Fibonaccirekken hensyn til hvordan den optimale
kontrollfunksjonen endres hvis enten preferanser, teknologi
eller andre deler av det okonomiske systemet skulle endres.
Hvis vi definerer rekken av to péfelgende generaliserte
Fibonaccitall f | = F /F, kan den mer generelle kontroll-
funksjonen (5), under noen forutsetninger, skrives:
RIS R S <y SO

Her representerer for eksempel f_ verdien i likevektstilstan-
den til den dobbeltderiverte av kriteriefunksjonen f med
hensyn pa kontrollvariabelen. For mer generelle resultater
og utdypninger, som for eksempel den eksplisitte lgsnin-

gen av Hz(m)’ henviser vi til von Brasch mfl. (2012).

FIBONACCIREKKEN SOM MALEINSTRUMENT

I dette avsnittet skal vi vise hvordan Fibonaccirekken kan
kobles til det a teste okonomiske teorier med statistiske
metoder — et fag Ragnar Frisch depte gkonometri. En gko-
nometriker prover 4 tallfeste pkonomiske relasjoner. En
utfordring okonometrikeren ofte stir overfor er at okono-
miske teorier gjerne forholder seg til storrelser som ikke
direkte er maélbare. Teknologiske endringer, trend-nivder
pé produksjon og arbeidsledighet, institusjoner og risiko-
premier er alle eksempler pé slike pkonomiske storrelser
som ikke kan mdles direkte. For & kunne tallfeste slike
storrelser, og deres innvirkning pa gkonomien, kan man
bruke Kalmanfilteret. Denne statistiske metoden er opp-
kalt etter Rudolf E. Kalman, som utviklet filteret rundt
1960 (Kalman, 1960, Kalman og Bucy, 1961).

Koblingen mellom Kalmanfilteret og Fibonaccirekken
illustreres best med et eksempel. Utgangspunktet er den
naturlige arbeidsledighetsraten (U) og en sentralbank
som styrer renten for 4 stabilisere inflasjonen. Den natur-
lige arbeidsledighetsraten er i denne sammenhengen defi-
nert som det nivdet pd arbeidsledighet som er forenlig
med stabil inflasjon. Er for eksempel arbeidsledighetsraten
lavere enn den naturlige arbeidsledighetsraten, vil det fore
til prispress. Sentralbanken vil motvirke dette prispresset
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ved & sette en heyere rente enn normalt. Vi antar at det
observerte arbeidsledighetsnivéet (U) avviker tilfeldig fra
det naturlige arbeidsledighetsnivéet

(13) U=U'+eg,

hvor ¢, er en normalfordelt variabel med forventing 0 og
varians lik 1. For 4 kunne fore en optimal pengepolitikk
er det npdvendig 4 ha et godt estimat p4 hva den natur-
lige arbeidsledighetsraten er. Hvis vi for eksempel visste at
den naturlige arbeidsledighetsraten var konstant, s ville
det beste estimatet pa U" vaere gjennomsnittet av de obser-
verte ledighetstallene. Men hvis den naturlige arbeidsledig-
hetsraten kan variere over tid, for eksempel som folge av
tilbudssidesjokk som pévirker bedriftenes produksjonska-
pasitet pa lang sikt, blir situasjonen noe mer kompleks.
En modell for den naturlige arbeidsledighetsraten som tar
hayde for slike sjokk er

14 Ur”+1 = UL” U,

hvor v representerer tilbudssidesjokkene som har per-
manente effekter p4 den naturlige arbeidsledighetsraten
og hvor initialverdien U" er kjent. Vi antar for enkelthets
skyld at tilbudssidesjokkene v, er normalfordelte med
forventning 0 og varians lik 1, samt at de er ukorrelerte
med ¢, Hvis vi ikke har observerte ledighetstall sa folger
det fra ligning (14) at vér beste gjetning pd den naturlige
arbeidsledighetsraten er initialverdien U". Men hvis vi har
observert ledighetstall (U) fra og med ar t = 0, hva er da
vart beste estimat pa den naturlige arbeidsledighetsraten?
Svaret er gitt ved

as o

t+1 = Uz” + H2t+1(Ut - Uln)‘

Beste gjetning pa den naturlige ledighetsraten blir altsd
korrigert for avviket mellom observert ledighet og estimert
naturlig ledighet. Viktigere: storrelsen pa korrigeringen
(Hzm) beskrives av Fibonaccitallene! Merk at i motsetning
til i Brock-Mirman modellen, hvor begynnelsen av rekken
H beskrev adferden ner endepunktet, beskriver begyn-
nelsen av rekken H korreksjonsfaktoren i ligning (15) fra
begynnelsen av observasjonsperioden t = 0. Selv om rek-
ken H er definert to ganger tidligere, sd skriver vi den opp
enda en gang for 4 tydeliggjore hva indeksen 2t+1 indikerer
(markert med fet skrift)

H=0,1, .500, .666...,.600, .625, .615..., .619..., .617..., 618..., ...
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I forste periode, t = 0, vil rekkens verdi vaere H, = 0. Fra lig-
ning (15) folger det at beste gjetning pa den naturlige ledig-
heten i &r 1 vil vaere lik initialverdien U ". Dette kan forkla-
res ut fra hvordan rekken av to pafelgende Fibonaccitall (H)
avveier to former for usikkerhet. Nér det er stor usikkerhet
rundt informasjonsinnholdet i de observerte ledighetsra-
tene, relativt til usikkerheten rundt nivéet pa den naturlige
arbeidsledighetsraten, vil korreksjonsfaktoren veere ner 0.
Ettersom vi i forste periode med sikkerhet vet initialver-
dien U," vil ikke observasjonen av ledigheten U i (13) gi
oss noe ny informasjon om hva nivdet pd den naturlige
ledigheten er.” Korreksjonsfaktoren blir da ngyaktig lik 0,
og det beste estimatet er U," = U". Situasjonen i ar t=I er
annerledes. Et tilbudssidesjokk v, kan ha pévirket nivaet
pé den naturlige ledigheten slik at estimatet U," avviker fra
det realiserte nivaet U". Observasjonen av ledigheten U, i
(13) vil i denne perioden inneholde verdifull informasjon
om hva nivéet pa den naturlige ledigheten er. @kningen i
nivaet pa korreksjonsfaktoren til H, = .5 gjenspeiler end-
ringene i de to formene for usikkerhet: det har bade veert
en gkning i usikkerheten rundt nivéet pa tilstandsvariabe-
len og en okning i informasjonsinnholdet i de observerte
ledighetstallene. Etter hvert som tiden gar vil denne utvik-
lingen fortsette, og de observerte ledighetsratene vektlegges
mer og mer. Korreksjonsfaktoren H,  oker. Men gkningen
blir mindre og mindre jo flere observasjoner som tilkom-
mer. Det finnes derfor en likevektssituasjon hvor forholdet
mellom usikkerheten rundt nivédet pa tilstandsvariabelen
og informasjonsinnholdet i de observerte ledighetstallene
er konstant. Fra var kunnskap om hvordan rekken I utvi-
kler seg, sa vet vi hva denne likevekten er: den inverse av
det gylne snitt, ¢~ = .618. Estimatoren for den naturlige
ledighetsraten er i likevekt derfor gitt ved

16) U, =U0"+9¢(U-UM.

Det er ikke tilfeldig at Fibonaccirekken gir igjen i bade
optimale kontrollproblemer og i Kalmanfilteret. En meget
viktig egenskap ved Kalmanfilteret, slik Rudolf Kalman
selv beskriver i sin originale artikkel (Kalman, 1960), er
at det er en dualitet mellom Kalmanfilteret og den line-
are kontrollfunksjonen i ligning (5). Koblingen mellom
Fibonaccirekken og Kalmanfilteret for mer generelle syste-
mer enn eksempelet ovenfor kan derfor gjores ved & bruke
resultatene 1 Bystrom, mfl., 2010 og teoremet om dualitet.

> Situasjonen hvor det er usikkerhet knyttet til initialverdien av tilstands-
variabelen er analysert i Benavoli mfl., 2009 og generaliseres ytterligere i
Capponi mfl., 2010.

® Se for eksempel s. 1031 i Ljungqvist og Sargent, 2004 for en innforing i
denne dualiteten.
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AVSLUTNING

Fasinasjonen av Fibonaccirekken skyldes blant annet
at den blir koblet til arkitektur, kunst, musikk samt en
rekke fenomener i naturen. Vi har i denne artikkelen vist
at den ogsd kan kobles til gkonomifaget pa to méter. For
det forste kan Fibonaccirekken kobles til pkonomisk teori
ettersom den inngar i kontrollfunksjonen til et dynamisk
optimeringsproblem pa generell form. For det andre kan
Fibonaccirekken kobles til gkonometri da den inngar i
metodene som brukes til & beskrive, teste og predikere
den okonomiske virkeligheten gjennom koblingen til
Kalmanfilteret.
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